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ผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ของหน่วยแรงทีส าหรับรอยร้าววงกลมในตัวกลางทรานเวอร์สลีย์ไอโซทรอปิกยืดหยุ่น
ภายใต้แรงกระท าความร้อน 

EXACT SOLUTION OF T-STRESS COMPONENTS FOR PENNY-SHAPED CRACK IN TRANSVERSELY 
ISOTROPIC ELASTIC MEDIUM UNDER THERMAL LOADING 
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บทคัดย่อ 

บทความนี้น าเสนอผลเฉลยรูปแบบปิดของหน่วยแรงทีของรอยร้าว
วงกลมในตัวกลางทรานเวอร์สลีย์ไอโซทรอปิกยืดหยุ่นเชิงเส้นไร้ขอบเขต
สามมิติภายใต้แรงกระท าความร้อน ผลเฉลยกรณีมี อุณหภูมิแบบแผ่
กระจายสม่ าเสมอกระท าที่ผิวรอยร้าวถูกพัฒนาขึ้น โดยใช้ผลเฉลยแม่นตรง
ของสนามหน่วยแรงที่มีอยู่ในอดีตร่วมกับสูตรที่ได้จากการกระจายสนาม
หน่วยแรงบริเวณใกล้ขอบรอยร้าว และการหาค่าอนุพันธ์และการหาลิมิต
ท าให้ได้ผลเฉลยของหน่วยแรงทีในรูปฟังก์ชันพื้นฐานเท่านั้น ตัวอย่างการ
ค านวณเชิงตัวเลขบ่งชี้ว่า หน่วยแรงทีภายใต้แรงกระท าความร้อนขึ้นอยู่กับ
คุณสมบัติของวัสดุ ผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ที่ได้นี้สามารถน ามาใช้เป็นผลเฉลย
อ้างอิงส าหรับการวิเคราะห์ปัญหารอยร้าวในกรณีอื่นๆ ได้ 

ค าส าคัญ: รอยร้าววงกลม, ทรานเวอร์สลีย์ไอโซทรอปิก, หนว่ยแรงที, 
อุณหภูมิแบบแผ่กระจายสม่ าเสมอ 

Abstract 

This paper presents closed-form solutions for T-stress 
components of a penny-shaped crack in a three-dimensional, 
transversely isotropic, linearly elastic infinite medium under a 
thermal loading.  The solution for the case of uniform 
temperature load acting on the crack surface is derived. 
Existing analytical solutions of the stress field are employed 
along with the near-front expansion and standard 
differentiation and limiting process to derive T-stress 
components in term of elementary functions.  Numerical 
example shows that the T-stress components under thermal 
loading depend on the material properties.  The obtained 
closed-form solutions can be used as the benchmark solutions 
for analysis of general crack problems.  

Keywords: Penny-shaped crack, Transversely isotropic, T-stress, 
Uniform temperature 

1. บทน า 

ในปัจจุบันการวิเคราะห์ผลของความร้อน (หรืออุณหภูมิ) ในโครงสร้าง
ทางวิศวกรรมเป็นสิ่งที่หลีกเลี่ยงไม่ได้ ยกตัวอย่างเช่น เครื่องบิน เครื่อง
ปฏิกรณ์นิวเคลียร์ (Nuclear Reactor) และกระสวยอวกาศ เป็นต้น ผล
ของความร้อนอาจท าให้โครงสร้างหรืออุปกรณ์เหล่านั้นเกิดการแตกร้าวได้
รวมทั้งอาจเกิดการวิบัติได้ในที่สุด [1-4] หรือแม้กระทั่งในงานทางด้าน
วิศวกรรมโยธา เป็นที่ทราบกันดีว่า คอนกรีตที่มีขนาดใหญ่หรือมีความหนา
มาก มักเกิดปัญหาการแตกร้าวเนื่องจากอุณหภูมิของคอนกรีตที่สูงขึ้น เมื่อ
คอนกรีตเกิดรอยร้าวแล้ว ท าให้ความสามารถในการรับแรงกระท าของ
คอนกรีตลดลงหรือมีอายุการใช้งานสั้นลง ด้วยเหตุนี้การวิเคราะห์โครงสร้าง
นอกเหนือจากการวิเคราะห์ผลของแรงกระท าทางกลแล้ว จึงจ าเป็นต้อง
พิจารณาผลของความร้อน (หรืออุณหภูมิ) เข้ามาเกี่ยวข้องด้วย   

แบบจ าลองคณิ ตศาสตร์  (mathematical model) ที่ ใช้ ทฤษฎี
กลศาสตร์การแตกหักของวัสดุยืดหยุ่นเชิงเส้น (Linear Elastic Fracture 
Mechanics, LEFM) มี ความ เหมาะสมและ เพี ย งพอในการอธิบาย
พฤติกรรมการแตกหักบริเวณปลายรอยร้าวของวัสดุ [5-6] อย่างไรก็ตาม 
งานวิจัยส่วนใหญ่ในอดีต [7-9] ให้ความส าคัญกับตัวประกอบความเข้มของ
ความเค้น (stress intensity factor) ซ่ึงเป็นพจน์แรกของการกระจาย
อนุกรมวิลเลียม (Williams series expansion) ที่แสดงถึงแอมพลิจูดของ
ภาวะเอกฐานที่ปลายรอยร้าว (amplitude of the crack-tip singularity)
อย่างไรก็ดี มีงานวิจัยหลายชิ้นบ่งชี้ว่าพจน์ที่สองของการกระจายอนุกรมวิล 
เลียม ซ่ึงถูกนิยามว่า หน่วยแรงที  (T-stress) มีผลกระทบต่อขนาดและ
รูปร่างบริเวณเสียรูปพลาสติกที่ปลายของรอยร้าว [10-12] ความต้านทาน
การแตกหัก (fracture toughness) [13-15] และทิศทางการเติบโตของ
รอยร้าวที่เกิดขึ้นในวัสดุ [12-13] ด้วยเหตุนี้ หน่วยแรงทีจึงเป็นพารามิเตอร์
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ปลายรอยร้าว (crack tip parameter) ที่มีความส าคัญ หากขาดการ
พิจารณาในแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์แล้ว อาจท าให้ผลการท านาย
พฤติกรรมการเสียรูปบริเวณปลายรอยร้าวของวัสดุผิดพลาดได้  

อย่างไรก็ดี งานวิจัยที่ ศึกษาเกี่ยวกับหน่วยแรงทีภายใต้แรงกระท า
ความร้อนยังมีอยู่อย่างจ ากัด โดยส่วนใหญ่มุ่งเน้นไปที่การวิเคราะห์ปัญหา
รอยร้าวสองมิติ [2,16-17] กล่าวคือ ส าหรับวัสดุเอกพันธุ์ยืดหยุ่นเชิงเส้น 
Sladek และ Sladek [2] ใช้วิธีบาวดารีเอลิเมนต์ (boundary element 
method) และ conservation integral ค านวณหาหน่วยแรงทีของรอย
ร้าวในแผ่นสี่เหลี่ยม (rectangular plate) และในท่อผนังหนาที่มีความยาว
เป็นอนันต์  (an infinitely long thick-walled tube) ส่วน Yang และ 
Ravi-Chandar [16] ใช้วิธี stress difference method วิเคราะห์หน่วย
แรงทีของรอยร้าวกลางแผ่นสี่เหลี่ยม พบว่า ค าตอบที่ได้มีค่าใกล้เคียงกับ 
Sladek และ Sladek [2] ต่อมา Zhong และ Lee [17] น าเสนอเง่ือนไข
ขอบเขตทางความร้อน (thermal boundary condition) ที่ผิวรอยร้าว 
โดยมีสมมุติฐานว่า ฟลักซ์ความร้อน (heat flux) ที่ตั้งฉากกับผิวรอยร้าว 
ขึ้นอยู่กับสามปัจจัย คือ สภาพน าความร้อน (thermal conductivity) ของ
ตัวกลางภายในรอยร้าว ผลต่างของอุณหภูมิระหว่างผิวบนและล่างของรอย
ร้าว และระยะเปิดออกของรอยร้าวระหว่างผิวบนกับผิวล่าง ผลการ
วิเคราะห์รอยร้าว Griffith ในวัสดุทรานเวอร์สลีย์ไอโซทรอปิกภายใต้แรง
กระท า เชิ งกลและความร้อน (mechanical and thermal loadings) 
พบว่า หน่วยแรงทีขึ้นอยู่กับแรงกระท าเชิงกลเท่านั้น โดยไม่ขึ้นอยู่กับ
ค่าคงที่วัสดุและแรงกระท าความร้อน 

ส าหรับวัสดุ Functionally Graded Materials (FGMs) งานวิจัยส่วน
ใหญ่ยังจ ากัดอยู่ที่ปัญหารอยร้าวสองมิติเช่นกัน [4,18-20] มีเพียงส่วนน้อย
เท่านั้นที่วิเคราะห์ปัญหาสามมิติ กล่าวคือ Amit และ Kim [21] และ Kim 
และ  Amit [22] ใช้ วิ ธี ไฟ ไน ต์ เอ ลิ เมน ต์  แ ละ  interaction integral 
วิเคราะห์หน่วยแรงทีภายใต้แรงกระท าความร้อนของรอยร้าวในแผ่น
สี่เหลี่ยม การขาดความเข้าใจอย่างลึกซึ้งเกี่ยวกับอิทธิพลของหน่วยแรงทีต่อ
ปัญหารอยร้าวสามมิติ อาจส่งผลกระทบต่อแนวความคิดและหลักการที่
ส าคัญในการออกแบบโครงสร้างหรืออุปกรณ์ภายใต้แรงกระท าความร้อน  

บทความนี้น าเสนอผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ของหน่วยแรงทีส าหรับรอย
ร้าววงกลมในตัวกลางทรานเวอร์สลีย์ไอโซทรอปิกยืดหยุ่นเชิงเส้นไร้ขอบเขต
สามมิติภายใต้แรงกระท าความร้อน  

2. รายละเอียดประกอบปัญหา (PROBLEM DESCRIPTION) 

พิจารณารอยร้าววงกลมรัศมี a  ในตัวกลางไร้ขอบเขตสามมิติ (a 
three-dimensional infinite medium) ดังรูปที่ 1 ตัวกลางท ามาจากวสัดุ
เอกพันธุ์ทรานเวอร์สลีย์ไอโซทรอปิกยืดหยุน่เชิงเส้น แกนสมมาตรวัสดุ (the 
axis of material symmetry) มีทิศทางตั้งฉากกับผิวรอยร้าว (หรืออีกนัย
หนึ่ง ระนาบของไอโซทรอปีขนานกับผิวรอยร้าว) ระบบพิกัดคาร์ทีเซียน

},,;{ 321 xxx0  และระบบพิกัดทรงกระบอก },,;{ zr 0  ถูกน ามาใช้
อ้างอิง ก าหนดให้จุดก าเนิด 0  อยู่ตรงจุดศูนย์กลางของรอยร้าว แกน 3x  
มีทิศทางพุ่งขึ้นและตั้งฉากกับผิวรอยร้าว ในขณะที่แกน 1x  และ 2x  มี

ทิศทางเป็นไปตามกฏมือขวา ในการศึกษาครั้งนี้ ก าหนดให้มีอุณหภูมิแบบ
แผ่กระจายสม่ าเสมอ 0T  กระท าที่ผิวรอยร้าววงกลม และทราบค่าคงที่ของ
วั ส ดุ ก ล่ า ว คื อ  ค่ า ค ง ที่ อิ ล า ส ติ ก  ( elastic constants) 

},,,,{ 4433131211 ccccc , ม อ ดุ ลั ส ค ว า ม ร้ อ น  ( thermal moduli) 
},{ 31   และสัมประสิทธิ์ของสภาพน าความร้อน (coefficients of 

thermal conductivity) },{ 3311 kk    
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 1 รอยร้าววงกลมรัศมี a  ในตัวกลางทรานเวอร์สลีย์ไอโซทรอปิกยืดหยุ่นเชงิ
เส้นไร้ขอบเขต 

3. สมการพ้ืนฐาน (BASIC EQUATIONS) 

สม ก ารสม ดุ ล เชิ งก ล และความ ร้ อ น  (mechanical and heat 
equilibrium equations) โดยไม่คิดผลของแรงวัตถุ (body force) แสดง
ดังสมการที่ (1) ถึง (4) [23-24] 

0














zyx

zxxyx    (1) 

0














zyx

yzyxy 
  (2) 

0














zyx

zyzzx    (3) 

0
2

2

332

2

2

2

11 



























z

T
k

y

T

x

T
k   (4) 

กฏแห่งวัสดุ (constitutive law) ของวัสดุทรานเวอร์สลีย์ไอโซทรอปิก
เทอร์มออิลาสติก เมื่อระนาบ xy  ขนานกับระนาบของไอโซทรอปีใน
ระบบพิกัดคาร์ทีเซียน ),,( zyx แสดงดังสมการที่ (5) ถึง (10)  
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เมื่อ  ij  และ T  คือองค์ประกอบของหน่วยแรง และความ
เปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิ (temperature change) ตามล าดับ ต่อมา u  
v  และ w  คือองค์ประกอบของการกระจัดเชิ งกล (mechanical 
displacement) ในทิศทาง x  y  และ z  ตามล าดับ ในขณะที่ ijc  i  

และ iik  คือค่าคงที่อิลาสติก มอดุลัสความร้อน และสัมประสิทธิ์ของสภาพ
น าความร้อน ตามล าดับ  

4. ระเบียบวิธีและวิธีด าเนินการ (METHODOLOGY AND 
PROCEDURE) 

การค านวณหาหน่วยแรงที (พจน์ที่สองของการกระจายอนุกรมวิล 
เลียม [25]) ของรอยร้าววงกลมในตัวกลางทรานเวอร์สลีย์ไอโซทรอปิก ใช้
วิธีการท านองเดียวกับ Rungamornrat และ Pinitpanich [26] โดยเทน
เซอ ร์ ห น่ ว ย แ รงที  (T-stress tensor) มี ทั้ งห ม ด  9  อ งค์ ป ระก อ บ 
(component) แต่มีอิสระต่อกัน 6 องค์ประกอบ เนื่องจากคุณสมบัติ
สมมาตร อย่างไรก็ดี องค์ประกอบ )(12 cxT  )(22 cxT  และ )(23 cxT  
ทราบค่า ในขณะที่ หน่วยแรงทีอีกสามองค์ประกอบที่เหลือ )(11 cxT  

)(33 cxT  และ )(13 cxT  เป็นตัวแปรที่ไม่ทราบค่า และถูกแสดงในเทอม
ของสนามหน่วยแรงได้อย่างชัดแจ้ง (explicit) ดังสมการที่ (11) ถึง (13) 
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เมื่อ cx  คือจุดที่อยู่บนขอบรอยร้าว (crack front) ดังแสดงในรูปที่ 2
ตัวแปรที่มีเครื่องหมาย “-” อยู่ด้านบนถูกอ้างอิงถึงระบบพิกัดเฉพาะที่ 
(local coordinate system) },,;{ 321 xxxxc  โดยมีจุดก าเนิดที่จุด cx  
แ ล ะ สอ ดคล้ อ งกั บ เบ สิ ส เชิ งตั้ งฉ าก ป รก ติ  (orthonormal basis) 

},,{ 321 eee  โดยที่ 31 xx   คือระนาบสัมผัส (tangent plane) กับผิว
รอยร้าวที่จุด cx  ในขณะที่ระนาบ 21 xx   ตั้งฉากกับขอบรอยร้าวที่จุด 

cx ; ),( r  คือพิกัดเชิงขั้ว  (polar coordinates) ของจุดในระนาบ

21 xx  ;  ),;(  rxcij  คือองค์ประกอบของหน่วยแรงที่จุดใดๆ ใน

ระนาบ 21 xx   ในบริเวณใกล้เคียงกับจุด cx ; และ อักษรตัวเล็กที่ห้อย
อยู่ท้ายตัวแปรมีค่าพิสัย (range) ตั้งแต่ 1 ถึง 3 (รายละเอียดของการ
พัฒนาสมการที่  (11) ถึง (13) สามารถดูได้จาก Rungamornrat และ 
Pinitpanich [26]) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2 ขอบรอยรา้วและระบบพกิัดเฉพาะที่ },,;{ 321 xxxxc  โดยมีจุดก าเนดิ

ที่จุด cx  ใช้ส าหรับนิยามหน่วยแรงที  

จากสมการที่ (11) ถึง (13) จะเห็นได้ว่า การค านวณหน่วยแรงทีจาก
ผลเฉลยแม่นตรงของสนามหน่วยแรง ต้องการเพียงแค่การหาอนุพันธ์และ
ลิมิตเท่านั้น โดยไม่จ าเป็นต้องกระจายอนุกรม อย่างไรก็ดี ก่อนที่จะ
ค านวณหาหน่วยแรงที จ าเป็นที่จะต้องทราบค่าสนามหน่วยแรงในบริเวณ
ใกล้เคียงรอบจุด cx  บนขอบรอยร้าวก่อน โดยในการศึกษาครั้งนี้ ได้น าผล
เฉลยแม่นตรงของสนามหน่วยแรงของรอยร้าววงกลมในตัวกลางทราน
เวอร์สลีย์ไอโซทรอปิกยืดหยุ่นเชิงเส้นไร้ขอบเขตสามมิติ ภายใต้แรงกระท า
ความร้อนที่เสนอโดย Chen และคณะ [23] (ดังสมการที่ (14) ถึง (16)) มา
ใชใ้นการพัฒนาค านวณหาผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ของหน่วยแรงที  
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 (15) 

 

ขอบรอยร้าว (crack front) 
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5. ผลการศึกษา (RESULTS) 

ใช้สมการที่ (11) ถึง (13) ร่วมกับผลเฉลยแม่นตรงของสนามหน่วยแรง
ที่เสนอโดย Chen และคณะ [23] (สมการที่  (14) ถึง (16)) การหาค่า
อนุพันธ์ และการหาลิมิตท าให้ได้ผลเฉลยของหน่วยแรงทีในรูปฟังก์ชัน
พื้นฐาน ส าหรับการวิเคราะห์ปัญหารอยร้าววงกลมในตัวกลางทรานเวอร์ 
สลีย์ไอโซทรอปิกยืดหยุ่นเชิงเส้นไร้ขอบเขตสามมิติ โดยมีอุณหภูมิแบบแผ่
กระจายสม่ าเสมอกระท าที่ผิวรอยร้าว ดังสมการ 
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013 T   (19) 

เมื่อ 0T  คือ อุณหภูมิแบบแผ่กระจายสม่ าเสมอกระท าที่ผิวรอยร้าว
วงกลม ในขณะที่ 

33113 / kks    (20) 
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เมื่อ ij  คือ Kronecker delta โดยที่ 2,1j  

23133131 iiii scc     (23) 
  2111366112 2 iiii sccc     (24) 

144443 iii csc     (25) 

31 iii s     (26) 

44660 ccs    (27) 

)(
2

1
121166 ccc    (28) 

121 iiii s     (29) 
02212    (30) 

313332     (31) 

)2,1(2  jsba ijjij   (32) 

0
2
30

4
3033 csbsa    (33) 

4411 ca    (34) 

331441331 )( cccb     (35) 
)( 441311132 ccca     (36) 

4432 cb    (37) 
zsz ii    (38) 

เมื่อ },{ 3311 kk  คือ สัมประสิทธิ์ของสภาพน าความร้อน ในขณะที่
},{ 31   คือ มอดุลัสความร้อน และ },{ 21 ss  คือ ราก (root) ที่มีส่วน

ที่เป็นจ านวนจริงบวก (positive real part) ที่ได้จากการแก้สมการ  

00
2

0
4

0  csbsa   (39) 

เมื่อค่าคงที่ 0a  0b  และ 0c  มีค่าดังต่อไปนี้  

44330 cca    (40) 
2

4413
2
4433110 )( cccccb    (41) 

44110 ccc    (42) 

โดยที่ },,,,{ 4433131211 ccccc  คือ ค่าคงที่อิลาสติก โดยรายละเอียด
เพิ่มเติมสามารถดูได้จาก Chen และคณะ [23] 

ตัวอย่างการค านวณหาหน่วยแรงทีในตัวกลางทรานเวอร์สลีย์ไอโซ
ทรอปิก 2 ชนิด คือ โคบอลต์ (cobalt) และ แมกนีเซียม (magnesium) 
ซ่ึงมีคุณสมบัติของวัสดุแสดงดังตารางที่ 1   

ตารางท่ี 1 คุณสมบัตขิองวัสดุทรานเวอร์สลีย์ไอโซทรอปิก [27] ที่ใช้ในการ
ค านวณ 

  โคบอลต์ แมกนีเซียม 
ค่าคงที่อิลาสติก 

(Elastic constants) 
(x1010 Nm-2) 

11c  30.71 5.974 

12c  16.50 2.64 

13c  10.27 2.17 

33c  35.81 6.17 

44c  7.55 1.639 
มอดุลัสความร้อน 

(Thermal moduli) 
(x105 NK-1m-2) 

1  70.4 26.8 

3  69 26.8 
สัมประสิทธิ์ของสภาพน าความร้อน 

(Coefficients of thermal conductivity) 
(WK-1m-1) 

11k  69 170 

33k  69 170 
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ผลการค านวณเชิงตัวเลขของหน่วยแรงที 11T  และ 33T  ซ่ึงมีค่า
เท่ากัน แสดงดังรูปที่ 3 และนอร์มัลไลซ์หน่วยแรงที (หรือความชันของ
กราฟ 11T  และ 33T ) แสดงดังตารางที่ 2 พบว่า หน่วยแรงทีภายใต้แรง
กระท าความร้อนขึ้นอยู่กับคุณสมบัติของวัสดุอย่างมีนัยส าคัญ โดยที่
อุณหภูมิ 0T  เดียวกัน ขนาดหน่วยแรงทีในวัสดุโคบอลต์ มีค่ามากกว่าวัสดุ
แมกนีเซียม เป็นที่น่าสังเกตว่า หน่วยแรงทีของรอยร้าววงกลมในตัวกลาง 
ทรานเวอร์สลีย์ไอโซทรอปิกขึ้นอยู่กับคุณสมบัติของวัสดุตัวกลาง ทั้งในกรณี
ที่พิจารณาและไม่พิจารณาผลของแรงกระท าความร้อน (Rungamornrat 
และ Pinitpanich [26]) 
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รูปท่ี 3 หน่วยแรงที 11T  และ 33T  ของรอยร้าววงกลมในวัสดโุคบอลต์และ

แมกนีเซียม โดยมีอุณหภูมิแบบแผก่ระจายสม่ าเสมอ 0T  กระท าที่ผิวรอยร้าว  

ตารางท่ี 2 นอร์มัลไลซ์หน่วยแรงที },{ 3311 TT  ของรอยร้าววงกลมในวัสดุ 
โคบอลต์และแมกนีเซียม โดยมีอุณหภูมิแบบแผ่กระจายสม่ าเสมอ 0T  กระท าที่
ผิวรอยร้าว 

ชนิดของวัสดุ (T11,T33)/T0 (x106 Nm-2K-1) 

โคบอลต์ -1.5035 

แมกนีเซียม -0.5700 

 

6. บทสรุป 

บทความนี้น าเสนอผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ของหน่วยแรงทีของรอยร้าว
วงกลมในตัวกลางทรานเวอร์สลีย์ไอโซทรอปิกยืดหยุ่นเชิงเส้นไร้ขอบเขต
สามมิติ โดยมีอุณหภูมิแบบแผ่กระจายสม่ าเสมอกระท าที่ผิวรอยร้าว การ
พัฒนาผลเฉลยใช้สนามหน่วยแรงที่มีอยู่ในอดีตร่วมกับการหาค่าอนุพันธ์
และการหาลิมิตท าให้ได้ผลเฉลยของหน่วยแรงทีในรูปฟังก์ชันพื้นฐาน
เท่านั้น ผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ที่ได้นี้สามารถน ามาใช้เป็นผลเฉลยอ้างอิงใน
ขั้นตอนของการทวนสอบค าตอบให้กับวิธีการค านวณเชิงตัวเลขอื่นๆ เช่น 
ไฟไนต์เอลิเมนต์ และ บาวดารีเอลิเมนต์ เป็นต้น ในการวิเคราะห์ปัญหา
รอยร้าวในกรณีอื่นๆ ได้ 
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