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บทคัดย่อ 

งานวิจัยนี้น าเสนอการวิเคราะห์การแอ่นตัวมากของคานที่มีจุดรองรับ
เคลื่อนที่ได้อิสระในแนวราบ ซ่ึงคานรับน้ าหนักบรรทุกแบบกระจาย
สม่ าเสมอตลอดความยาวคาน และมีแรงอัดที่ปลายคานกระท าตามแนวราบ 
สมการครอบคลุมปัญหาของคานสร้างจากความสัมพันธ์เชิงเรขาคณิตของ
เส้นโค้งในระนาบของชิ้นส่วนย่อยของโครงสร้างคานและจากการพิจารณา
สมดุลของแรงและโมเมนต์ สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของระบบสมการเชิง
อนุพันธ์อันดับที่หนึ่งแบบไม่เป็นเชิงเส้น ซ่ึงจัดเป็นปัญหาค่าเง่ือนไขขอบเขต
แบบ 2 จุด ผลค าตอบเชิงตัวเลขหาได้โดยใช้ระเบียบวิธียิงเป้าซ่ึงตรวจสอบ
ความถูกต้องของค าตอบที่ได้จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ ผลการศึกษา
เชิงตัวเลขมุ่งเน้นศึกษาผลกระทบของน้ าหนักบรรทุกแบบกระจายสม่ าเสมอ
และค่าแรงอัดที่จุดรองรับต่อพฤติกรรมการโก่งเดาะของคาน ผลค าตอบเชิง
ตัวเลขแสดงให้เห็นว่า น้ าหนักบรรทุกแบบกระจายสม่ าเสมอและแรงอัดที่
ปลายคาน ส่งผลท าให้จุดรองรับของคานเคลื่อนที่และคานสูญเสีย
เสถียรภาพ 

ค าส าคัญ : การแอ่นตัวมาก, พฤติกรรมการโก่งเดาะ, ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิ
เมนต,์ ระเบียบวิธียิงเป้า 

Abstract 

This research presents a large deflection analysis of beams 
with free horizontally sliding support, which is subjected to a 
uniformly distributed load and horizontal compression at the 
beam tip. The governing equations of the beam are derived by 
considering the differential geometry relations of the beam 
segment in a plane curve and the equilibrium of force and 
moment. The set of governing equation yields the system of 
nonlinear first-order differential equations, which are 
categorized as two-point boundary value problem. The 
numerical solution can be solved by using the shooting 
method, which is verified by the results obtained from the 
finite element method. This numerical investigation attempts 
to study the effects of the uniformly distributed load, and the 
horizontal compression force at the support on the large 
deflection and buckling behaviors of the beam. The numerical 
results showed that the uniformly distributed load and 
compression cause the support movement and induce an 
instability of the beam. 

Keywords: Buckling Behavior, Finite Element Method, Shooting 
Method, Large Deflection  

1. บทน่า 

การวิเคราะห์ปัญหาการแอ่นตัวมากของคานได้รับความสนใจจาก
นักวิจัยอย่างต่อเนื่องจนถึงปัจจุบันโดยอาศัยหลักการ Elastica เป็นทฤษฎี
พื้นฐาน ซ่ึงนิยมประยุกต์ใช้ในการวิเคราะห์ปัญหาแบบต่างๆ ได้แก่ คานที่มี
ความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ คานยื่น และคานที่มีจุดรองรับเคลื่อนที่ได้ 
ตัวอย่างงานวิจัยประเภทนี้ได้แก่ งานวิจัยของสุรพันธ์ บุญเจริญ [1] ซ่ึงได้
ท าการศึกษาและวิเคราะห์การแอ่นตัวมากของคานที่มีปลายเลื่อนอย่าง
อิสระโดยใช้วิธีอีลิปติคอินทิกรัลในการหาค าตอบเชิงตัวเลข  อย่างไรก็ดี 
ปัญหานี้ไม่ได้พิจารณาแรงกระท าด้านข้างเนื่องจากน้ าหนักบรรทุกกระจาย
สม่ าเสมอ ธนภัทร วัฒนาบุญศิริ และคณะ [2] ได้ศึกษาแรงอัดวิกฤตของ
โครงสร้างคาน-เสาที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้โดยวิธียิงเป้าส าหรับ
หาค าตอบเชิงตัวเลข ซ่ึงผลการวิเคราะห์พบว่าน้ าหนักบรรทุกด้านข้างส่งผล
ให้แรงอัดวิกฤติของโครงสร้างลดลง สุนิสา รอดสังวาล [3] ได้ศึกษาและ
วิเคราะห์การแอ่นตัวมากของคานที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้โดยใช้
วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ Wang และคณะ [4] ได้ศึกษาการแอ่นตัวมากของคานที่
มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ภายใต้น้ าหนักบรรทุกแบบจุดกระท า ณ 
ต าแหน่งใดๆของคาน ณัฐพัชร์ จันทรกุลมณี [5] ได้ศึกษาผลกระทบของจุด
รองรับแบบต้านทานการหมุนแบบยืดหยุ่นพลาสติกต่อพฤติกรรมหลังการ
โก่งเดาะของอิลาสติกคาที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้  โดยใช้
แบบจ าลองของสปริงต้านทานการหมุน ศรัณย์ ชุ่มกลัด [6] ได้ศึกษา
ผลกระทบของปลายยื่นของอิลาสติกคาที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้
โดยมีแรงกระท าภายใต้น้ าหนักของตัว เอง   Areiza-Hurtado และ 
Aristizábal-Ochoa [7] ได้ศึกษาการแอ่นตัวมากของคานและเสาที่มีหน้า
ตัดคงที่และหน้าตัดที่มีความลึกไม่สม่ าเสมอโดยวิธีการแปลงเชิงอนุพันธ์ 
McHugh และ Dowell [8] ได้ศึกษาการตอบสนองของคานยื่นและการ
แอ่นตัวมากของคานที่มีปลายอิสระทุกด้าน Jeong และ Yoo [9] ได้สร้าง
แบบจ าลองของคานที่มีการแอ่นตัวมากโดยใช้วิธี  Assumed mode 
method งานวิจัยของ Masjedi และ Weaver [10] ได้ใช้วิธี Homotopy 
analysis method เพื่อหาสมการแม่นตรงของปัญหาคานที่มีการแอ่นตัว
มาก Patel และ Srinivasan [11] วิเคราะห์การแอ่นตัวมากของคานโดยใช้
วิธี Couple stress theory โดยได้สมการในการประมาณค่าความสัมพันธ์
ระหว่างความโค้งและโมเมนต์ของคาน  และงานวิจัยของ Giraldo-
Londono และคณะ [12] ได้ศึกษาการแอ่นตัวมากและพฤติกรรมหลังการ
โก่งเดาะของคาน-เสาที่มีจุดต่อแบบกึ่งแข็งโดยรวมผลกระทบตามแนวแกน
และการเฉือน อย่างไรก็ดี งานวิจัยในอดีตยังไม่ได้ศึกษาพฤติกรรมการแอ่น
ตัวมากของคานที่มีจุดรองรับสามารถเคลื่อนที่ได้อิสระในแนวราบภายใต้
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แรงอัดที่ปลายคานและรวมผลกระทบจากน้ าหนักบรรทุกแบบกระจาย
สม่ าเสมอ 

ดังนั้นงานวิจัยนี้ ได้ใช้หลักการสมดุลของแรงและโมเมนต์ส าหรับสร้าง
แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของคานช่วงเดียวที่มีจุดรองรับด้านหนึ่ง
เคลื่อนที่ได้อิสระในแนวราบภายใต้แรงกระท าด้านข้างและแรงอัดที่ปลาย 
ซ่ึงอยู่ในรูปของสมการเชิงอนุพันธ์อันดับที่หนึ่งแบบไม่เป็นเชิงเส้น และหา
ค าตอบของสมการด้วยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขโดยวิธีการยิงเป้า (Shooting 
method: SM) จากนั้นตรวจสอบความถูกต้องของค าตอบที่ได้กับงานวิจัย
ของธัญญลักษณ์ วงษ์นุช และคณะ [13] ซ่ึงวิเคราะห์จากระเบียบวิธีไฟไนต์
เอลิเมนต์ (Finite element method: FEM) ซ่ึงเป็นแบบจ าลองในระบบ
พิกัดอินทรินซิก (𝜃(𝑠)) ที่พัฒนาขึ้นโดยใช้หลักการของงานและพลังงาน 
โดยพิจารณาพลังงานความเครียดเนื่องจากการดัดของคานและงาน
ภายนอกเนื่องจากน้ าหนักบรรทุกกระจายสม่ าเสมอและแรงอัดที่ปลายคาน 
ในกระบวนการ FEM นี้ไดใ้ช้ฟังก์ชันโพลิโนเมียลอันดับที่ 3 ในการประมาณ
ค่ามุมหมุนของคาน 

2. แบบจ่าลองทางคณิตศาสตร์และการหาค่าตอบเชิงตัวเลข 

2.1 ความสัมพันธ์เชิงเรขาคณิตและสมการสมดุลของคาน 

รูปที่ 1 แสดงลักษณะทางกายภาพของโครงสร้างคานที่มีจุดรองรับทั้ง 
2 ด้านอยู่ในระดับเดียวกัน ภายใต้น้ าหนักบรรทุกกระจายสม่ าเสมอตลอด
ความยาวคาน (𝑤) และแรงอัดที่จุดรองรับ B (𝑃𝐵) ซ่ึงเป็นจุดรองรับที่
เคลื่อนที่ได้อิสระตามแนวราบ และท าให้คานเกิดการแอ่นตัว 𝑦 ความยาว
คานมีค่าคงที่เท่ากับ 𝐿 ภายใต้แรงกระท าดังกล่าว ท าให้จุดรองรับด้านขวา
ของคานเคลื่อนที่ไปเท่ากับ ∆𝐵 และคานแอ่นตัวจากต าแหน่งก่อนการเสีย
รูปไปยังสภาวะสมดุลสถิตย์ ดังรูปที่ 1 

 

 
รูปท่ี 1 ลักษณะการแอ่นตัวมากของคานทีม่ีจุดรองรับเคลื่อนที่ได้ 
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รูปท่ี 2 ผังอิสระของชิน้ส่วนย่อยของคาน 

 
รูปที่ 2 แสดงผังอิสระของชิ้นส่วนย่อยของคานที่มีความยาวส่วนโค้ง

น้อยๆ (𝑑𝑠) จากรูปนี้ ระบบสมการความสัมพันธ์เชิงเรขาคณิตของเส้น
โค้งในระนาบโดยอ้างอิงทฤษฎีอิลาสติกคาสามารถแสดงได้ดังต่อไปนี้ 
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โดยตัวแปร 𝜃 คือมุมระหว่างแนวราบกับแนวเส้นสัมผัสของคาน  𝑠 คือ
พิกัดตามความยาวส่วนโค้งของคาน 𝑥 คือพิกัดตามระยะในแนวราบของ
คาน ตัวแปร 𝐸  และ 𝐼 คือโมดูลัสยืดหยุ่นและโมเมนต์ความเฉื่อยของหน้า
ตัดคาน ตามล าดับ และ 𝑀 คือโมเมนต์ดัด 

จากรูปที่ 2 สมการสมดุลของคานสามารถเขียนให้อยู่ในรูปของสมการ
เชิงอนุพันธ์อันดับที่หนึ่ง ซ่ึงประกอบด้วยสมการสมดุลของแรงตามแนว
สัมผัสและแนวตั้งฉากกับเส้นโค้งการเสียรูปของคานดังสมการที่ (2ก) และ 
(2ข) ตามล าดับ ขณะที่สมการที่ (2ค) คือสมการสมดุลของโมเมนต์รอบจุด 
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ตัวแปร 𝑇 และ 𝑉 คือแรงอัดตามแนวแกน และแรงเฉือนที่ต าแหน่ง
ต่าง ๆของคาน ตามล าดับ 

เนื่องจากสมการที่ (1) และ (2) เป็นระบบสมการแบบไม่เป็นเชิงเส้น จึง
เหมาะที่จะหาค าตอบด้วยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข เพื่อให้ง่ายต่อการค านวณ
จ าเป็นต้องจัดให้อยู่ในรูปของสมการไร้หน่วย โดยอาศัยความสัมพันธ์จาก
สมการต่อไปนี้ 
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ตัวแปร 𝑠̂ คือค่าพิกัดตามความยาวส่วนโค้งแบบไร้หน่วย 𝑤̂, 𝑇̂, 𝑉̂ 

และ 𝑀̂ คือค่าไร้หน่วยของน้ าหนักบรรทุกกระจายสม่ าเสมอ แรงอัดตาม
แนวแกน แรงเฉือนและโมเมนต์ดัด ตามล าดับ จากความสัมพันธ์ของสมการ
ที่ (3ก-ฌ) ท าให้สามารถเขียนสมการครอบคลุมปัญหาที่ (1) และ (2) ให้อยู่
ในรูปของระบบสมการไร้หน่วยได้ดังนี้ 

𝑑𝑦̂

𝑑𝑆̂
= 𝑠𝑖𝑛𝜃    (4ก) 

𝑑𝑋̂

𝑑𝑆̂
= 𝑐𝑜𝑠𝜃   (4ข) 

L 

x

y

A

B

w

y(s)

PB
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BA
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𝑑𝜃

𝑑𝑆̂
= −𝑀̂   (4ค) 

𝑑𝑇̂

𝑑𝑆̂
= −𝑉̂

𝑑𝜃

𝑑𝑆̂
+ 𝑤̂𝑠𝑖𝑛𝜃  (4ง) 

𝑑𝑉

𝑑𝑆̂
= 𝑇̂

𝑑𝜃

𝑑𝑆̂
− 𝑤̂𝑐𝑜𝑠𝜃   (4จ) 

𝑑𝑀̂

𝑑𝑆̂
= 𝑉̂    (4ฉ) 

2.2 การหาค าตอบเชิงตัวเลข 

ระบบสมการที่ (4) จัดเป็นปัญหาค่าเง่ือนไขขอบเขตแบบ 2 จุด ซ่ึงใน
การศึกษานี้ได้ใช้วิธียิงเป้า (SM) ในการวิเคราะห์หาค าตอบเชิงตัวเลข วิธียิง
เป้าเป็นวิธีที่ได้รับความนิยมในการหาค าตอบของระบบสมการที่อยู่ในรูป
อนุพันธ์อันดับที่ 1 ในกรณีที่ไม่ทราบค่าเร่ิมต้น ซ่ึงจ าเป็นต้องเดาค่าเร่ิมต้น
เหล่านั้นและกระบวนการยิงเป้าจะค านวณหาค่าเริ่มต้นที่ถูกต้องออกมา 
โดยงานวิจัยนี้ได้ก าหนดเง่ือนไขของจุดรองรับทั้ง 2 ด้านของคานดังนี้ ที่จุด
รองรับด้านซ้ายของคาน (จุด A) ก าหนดให้อยู่ที่พิกัด 𝑥̂ = 0 และ 𝑦̂ = 0 
ขณะที่พิกัดตามแนวระดับของจุดรองรับด้านขวา (จุด B) คือ 𝑦̂ = 0 
เนื่องจากจุดรองรับทั้ง 2 ข้างของคานเป็นแบบยึดหมุน ดังนั้นโมเมนต์ดัด 
(𝑀̂) ที่ปลายทั้ง 2 ข้างของคานเท่ากับศูนย์ โดยที่ค่ามุม (𝜃) แรงเฉือน 
(𝑉̂) และระยะพิกัดตามแนวราบ (𝑥̂) ที่จุดรองรับ B เป็นตัวแปรไม่ทราบ
ค่า ซ่ึงจ าเป็นต้องเดาค่าเริ่มต้นให้กับตัวแปรไม่ทราบค่านี้เป็น 𝜃𝐵 , 𝑉̂𝐵 
และ 𝑥̂𝐵 ตามล าดับ ดังนั้นในการก าหนดค่าเง่ือนไขขอบเขตที่ปลายทั้งสอง
ข้างของคานทั้งที่ทราบค่าและไม่ทราบค่า สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบ
สมการไรห้น่วยดังต่อไปนี้ 

จุดรองรับ A (𝑠̂ = 0) :  

  𝑥̂ = 0, 𝑦̂ = 0, 𝑀̂ = 0, 𝜃 = 𝜃𝐴, 𝑉̂ = 𝑉̂𝐴,  𝑇̂ = 𝑇̂𝐴   (5ก-ช) 

จุดรองรับ B (𝑠̂ = 1): 

 𝑥̂ = 𝑥̂𝐵, 𝑦̂ = 0, 𝑀̂ = 0,  𝜃 = 𝜃𝐵, 𝑉̂ = 𝑉̂𝐵,  𝑇̂ = 𝑇̂𝐵  (6ก-ช) 

เมื่อ 𝑇̂𝐵 คือแรงอัดตามแนวแกนที่จุด B ซ่ึงสามารถหาได้จากการพิจารณา
สมดุลของแรงที่จุด B ดังรูปที่ 3 

 

 
รูปท่ี 3 สมดุลของแรงที่จุดรองรับ B 

 
จากรูปที่ 3 สมการสมดุลของแรงที่จุด B สามารถเขียนได้ดังนี้ 

𝑃̂𝐵 =  𝑇̂𝐵cos𝜃𝐵 + 𝑉̂𝐵 sin 𝜃𝐵   (7) 

ดังนั้น เมื่อจัดรูปสมการที่ (7) ค่า 𝑇̂𝐵 จะได้ดังสมการ 

𝑇̂𝐵 =
𝑃̂𝐵−𝑉𝐵sin𝜃𝐵

cos𝜃𝐵
     (8) 

กระบวนการหาค าตอบเชิงตัวเลขสามารถสรุปเป็นขั้นตอนได้ดังต่อไปนี้ 
เร่ิมแรกให้ก าหนดค่าของตัวแปรควบคุม ซ่ึงในที่นี้จะก าหนดให้ 𝑃̂𝐵 เป็นตัว
แปรควบคุม ก าหนดน้ าหนักของคาน 𝑤̂ ซ่ึงเป็นค่าคงที่และค่าเง่ือนไข
ขอบเขต (𝑦̂ และ 𝑀̂ ที่ 𝑠̂ = 1) จากนั้นประมาณค่าเร่ิมต้นของตัวแปรไม่
ทราบค่าซ่ึงประกอบด้วย 𝑥̂, 𝜃 และ 𝑉̂ ที่ 𝑠̂ = 1 ให้เท่ากับ 𝑥̂𝐵 , 𝜃𝐵และ 
𝑉̂𝐵 ตามล าดับ โดยอาศัยทฤษฎีของคานที่แอ่นตัวน้อยแบบเป็นเชิงเส้นเพื่อ
ใช้เป็นค่าเดาเร่ิมต้น 

จากนั้นอินทิเกรตสมการครอบคลุมปัญหาทั้ง 6 สมการ (สมการที่ (4)) 
ตามพิกัดส่วนโค้งของคานจาก 𝑠̂ = 1 ถึง 𝑠̂ = 0 (จากจุดรองรับ B ไปยัง
จุดรองรับ A) ด้วยวิธี Cash-Karp Runge-Kutta อันดับที่ 5 โดยควบคุม 
Step Size ของการอินทิเกรต เพื่อให้ได้ค าตอบเชิงตัวเลขที่มีความถูกต้อง
แม่นย าเพียงพอ การศึกษานี้ ใช้  Step Size เท่ากับ 0.01 จากนั้นใช้
กระบวนการท าซ้ า Newton-Raphson เพื่อท าการปรับแก้ค่าเร่ิมต้นของตัว
แปรที่ไม่ทราบค่า (𝜃𝐵, 𝑉̂𝐵 , 𝑥̂𝐵) จนกระทั่งผลลัพธ์ลู่เข้าและสอดคล้องกับ
เง่ือนไขในสมการที่  (8) โดยก าหนดค่าความคลาดเคลื่อนที่ยอมให้ 
(Tolerance) เท่ากับ 10−12 

min
𝜃𝐵,𝑉̂𝐵 ,𝑥𝐵

Φ =  |𝑥̂(0)| + |𝑦̂(0)| + |𝑀̂(0)| = 0   (9) 

ขั้นตอนสุดท้ายให้บวกส่วนเพิ่ม 𝛥𝑃̂𝐵 เข้ากับค่าตัวแปรควบคุม 𝑃̂𝐵 และ
ท าซ้ ากระบวนการดังกล่าวข้างต้นทั้งหมดเพื่อสร้างกราฟความสัมพันธ์
ระหว่าง 𝑃̂𝐵 กับ 𝜃𝐵 และ 𝑃̂𝐵 กับ 𝛥(= 1 − 𝑥̂𝐵) 

3. ผลค่าตอบเชิงตัวเลข 

หัวข้อนี้น าเสนอการตรวจสอบความถูกต้องของผลค าตอบเชิงตัวเลข
โดยที่ไดว้ิธีการยิงเป้า (SM) ดังแสดงในหัวข้อที่ 3.1 เมื่อมั่นใจว่าผลค าตอบที่
ได้มีความถูกต้องแล้ว งานวิจัยนี้จึงได้ศึกษาเชิงลึกเพื่อวิเคราะห์ผลของตัว
แปรต่างๆที่มีต่อพฤติกรรมการแอ่นตัวมากและการโก่งเดาะของคานที่มีจุด
รองรับเคลื่อนที่ได้ ดังแสดงในหัวข้อที่ 3.2 

3.1 ตรวจสอบความถูกต้องของค าตอบเชิงตวัเลข 

ในขั้นตอนนี้ได้ตรวจสอบความถูกต้องของแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์
และค่าค าตอบเชิงตัวเลขที่ได้จากระเบียบวิธียิงเป้า (SM) โดยเปรียบเทียบ
กับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (FEM) จากงานวิจัยของธัญญลักษณ์ วงษ์นุช 
และคณะ [13] โดยก าหนดน้ าหนักบรรทุกกระจายสม่ าเสมอ (𝑤̂) เท่ากับ 6 
ความยาวช่วงคาน (𝐿̂) เท่ากับ 1 และแรงอัดที่จุดรองรับ (𝑃̂𝐵) มีค่าตั้งแต่ 0 
ถึง 100 

รูปที่ 4 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างแรงอัดที่จุดรองรับ (𝑃̂𝐵)  และระยะ
การเคลื่อนที่ของจุดรองรับ B (Δ) พบว่าทั้งวิธี SM และวิธี FEM ให้ผลการ
วิเคราะห์ที่สอดคล้องกันมากเมื่อมีแรงอัดที่จุดรองรับ (𝑃̂𝐵) ตั้งแต่ 0-100 
และพบว่าการเคลื่อนตัวที่ของจุดรองรับ B (𝛥) มากขึ้นเมื่อมีแรงอัดมา
กระท าที่จุดรองรับเพิ่มมากขึ้น  นอกจากนั้น ตารางที่  1 ได้แสดงการ
เปรียบเทียบผลค าตอบเชิงตัวเลขจากวิธียิงเป้า (SM) และวิธีไฟไนต์เอลิ
เมนต์ (FEM) ซ่ึงมีค่าใกล้เคียงกันมาก  
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รูปท่ี 4 เปรียบเทียบความสัมพนัธร์ะหว่างการเคลื่อนที่ของจดุรองรับ B (Δ) และ
แรงอดัทีจุ่ดรองรับ (𝑃̂𝐵 ) ที่ได้จากวธิียิงเป้า (SM) และวธิีไฟไนต์เอลเิมนต ์ 
(FEM) 
 

3.2 ตัวแปรที่มีผลต่อการแอ่นตัวของคาน 

ในหัวข้อนี้ได้น าเสนอการวิเคราะห์ตัวแปรต่างๆ ที่มีผลต่อการแอ่นตัว
และเสถียรภาพของคานที่มีจุดรองรับเคลื่อนที่ได้อิสระในแนวราบภายใต้
แรงอัดที่ปลายคาน โดยก าหนดน้ าหนักบรรทุกกระจายสม่ าเสมอ (𝑤̂) 
เท่ากับ 0, 2 และ 6 โดยที่แรงอัดที่จุดรองรับ (𝑃̂𝐵) เท่ากับ 0-100 

 

 
ตารางที่ 1 เปรียบเทียบค าตอบเชิงตัวเลขที่ได้จากวธิี SM และวธิี FEM[13] เมือ่น้ าหนกับรรทุกกระจายสม่ าเสมอ (ŵ) เทา่กับ 6 

𝑃̂𝐵 𝜃𝐴(−𝜃𝐵) 𝑦̂𝑚𝑎𝑥  𝛥 𝑀̂𝑚𝑎𝑥 𝑉̂𝑚𝑎𝑥 𝑇̂𝑚𝑎𝑥 
FEM SM FEM SM FEM SM FEM SM FEM SM FEM SM 

0 0.244131 0.244131 0.075877 0.075877 0.014445 0.014444 0.734682 0.734678 2.909593 2.911040 -0.724778 -0.725139 
10 1.085405 1.085402 0.304852 0.304854 0.277224 0.277223 3.510014 3.509658 10.273837 10.244527 1.956620 2.012077 
20 2.138747 2.138950 0.401146 0.401161 0.914898 0.914981 7.863321 7.859975 20.751799 19.887399 -13.580980 -13.287709 
30 2.544136 2.546110 0.360806 0.360798 1.187361 1.187470 10.437445 10.425079 30.986281 29.766053 -26.749786 -26.492331 
40 2.746523 2.744961 0.321174 0.321043 1.325700 1.326078 12.368899 12.344992 41.093491 39.953670 -38.280095 -38.088943 
50 2.863648 2.861484 0.290077 0.289927 1.410305 1.410658 13.987787 13.944647 55.063368 48.900778 -49.063461 -48.924334 
60 2.937487 2.933427 0.265773 0.265550 1.468485 1.468866 15.419263 15.350776 69.252177 58.935195 -59.484117 -59.393875 
70 2.986755 2.981718 0.246362 0.246040 1.511666 1.512067 16.723476 16.619289 83.473304 69.580656 -69.717894 -69.657077 
80 3.021007 3.014852 0.230490 0.229902 1.545429 1.545881 17.934078 17.776533 97.587876 79.937991 -79.850981 -79.819809 
90 3.045588 3.036534 0.217241 0.215575 1.572822 1.573328 19.071985 18.783724 111.492045 89.947821 -89.927945 -89.916115 
100 3.063684 3.050210 0.205984 0.201084 1.595665 1.596199 20.151224 19.495713 125.108246 99.222200 -99.972798 -99.990492 

 
รูปท่ี 5 เปรียบเทียบความสัมพนัธร์ะหว่างการเคลื่อนที่ของจดุรองรับ B (Δ) และ

แรงอดัทีจุ่ดรองรับ (𝑃̂𝐵) เมื่อ 𝑤̂ เท่ากับ 0, 2 และ 6 
 
รูปที่ 5 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างแรงอัดที่จุดรองรับ 𝑷̂𝑩 และการเคลื่อน
ตัวที่ของจุดรองรับ B (𝜟) เมื่อ  𝒘̂  มีค่าต่างกัน ซ่ึงพบว่ากราฟตัดกันเมื่อ
การเคลื่อนที่ของจุดรองรับ B (𝜟) เท่ากับ 0.7 หรือที่แรงอัด 𝑷̂𝑩 เท่ากับ 16 
โดยสามารถแบ่งพฤติกรรมได้เป็น 2 ช่วง คือเมื่อ 𝑷̂𝑩 มีค่าตั้งแต่ 0-16 จะ
พบว่าถ้าน้ าหนักบรรทุกกระจายสม่ าเสมอ (𝒘̂) มีค่าน้อยๆ คานจะเกิดการ
เสียรูปน้อยกว่า ในทางกลับกันถ้าแรงอัด 𝑷̂𝑩 มีค่ามากกว่า 16 พบว่ากรณี
ที่น้ าหนักบรรทุกกระจายสม่ าเสมอ (𝒘̂) น้อยๆ คานจะเกิดการเสียรูป
มากกว่ากรณีที่ 𝒘̂ มีค่ามาก อย่างไรก๊ดีกรณีที่ 𝒘̂ = 𝟎 เปรียบเสมือน
ปัญหาของเสาที่รับแรงตามแนวแกนเพียงอย่างเดียว ดังนั้นพฤติกรรมที่

เกิดขึ้นจะสะท้อนกับพฤติกรรมการโก่งเดาะของเสา กล่าวคือเมื่อแรงอัด
น้อยกว่าแรงอัดวิกฤติ เสาจะไม่เกิดการเสียรูป แต่เมื่อใดก็ตามที่แรงอัด
มากกว่าแรงอัดวิกฤติ เสาจะเกิดการโก่งเดาะและเสียรูป ท าให้จุดรองรับเริ่ม
เกิดการเคลื่อนที่ 
 

 
รูปท่ี 6 เปรียบเทียบรูปร่างการแอน่ตัวของคานภายใต้แรงอดัทีจุ่ดรองรับ ( 𝑃̂𝐵 ) 

เท่ากับ 40 เมือ่ 𝑤̂ เท่ากับ 0, 2 และ 6 
 

     รูปที่ 4.

2.1 กราฟแสดงการเปรียบเทียบความสัมพันธ ระหว่างการเคลื่อนที่ของจุดรองรับ B (Δ) และ

แรงที่กระท ต่อจุดรองรับ (𝑃̂𝐵) ของ 𝑤̂ เท่ากับ 0, 2 และ 6 
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รูปท่ี 7 เปรียบเทียบการกระจายตัวของโมเมนต์ (𝑀̂ ) ตลอดความยาวคานภายใต้

แรงอดัทีจุ่ดรองรับ (𝑃̂𝐵 ) เท่ากับ 40 เมื่อ 𝑤̂ เท่ากับ 0, 2 และ 6 
 

 
รูปท่ี 8 เปรียบเทียบการกระจายตัวของแรงเฉอืน (𝑉̂) ตลอดความยาวคานภายใต้

แรงอดัทีจุ่ดรองรับ (𝑃̂𝐵 ) เท่ากับ 40 เมื่อ 𝑤̂ เท่ากับ 0, 2 และ 6 
 

จากรูปร่างการแอ่นตัวของคานดังแสดงในรูปที่ 6 เมื่อ 𝑃̂𝐵 คงที่เท่ากับ 
40 และน้ าหนักบรรทุกกระจายสม่ าเสมอ (𝑤̂) เท่ากับ 0, 2 และ 6 พบว่า
เมื่อน้ าหนักบรรทุกกระจายสม่ าเสมอ (𝑤̂) น้อยๆจะท าให้การเคลื่อนที่ของ
จุดรองรับ B (∆) มากกว่ากรณีที่น้ าหนักบรรทุกกระจายสม่ าเสมอ มีค่า
มากกว่า จากรูปร่างการแอ่นตัวของคานในรูปที่ 6 พบว่าแรงภายคานที่
ต าแหน่งต่างๆ ได้แก่โมเมนต์ แรงเฉือนและแรงตามแนวแกนมีค่าใกล้เคียง
กันมากถึงแม้ว่าน้ าหนักบรรทุกกระจายสม่ าเสมอ (𝑤̂) จะต่างกันดังแสดงใน
รูปที่ 7, 8 และ 9 ตามล าดับ โดยค่าโมเมนต์สูงสุดเกิดขึ้นที่กึ่งกลางคานโดย
มีค่าความต่างกันเล็กน้อยบริเวณนี้ ค่าแรงเฉือนสูงสุดเกิดที่ระยะ 𝑠̂ เท่ากับ 
0.35 และ 0.65 และแรงตามแนวแกนเป็นแรงอัดมีค่ามากสุดบริเวณ
กึ่งกลางคาน แต่ทว่าเกิดแรงดึงสูงสุดที่จุดรองรับทั้ง 2 ข้าง 

 

 
รูปท่ี 9 เปรียบเทียบการกระจายตัวของแรงตามแนวแกน (𝑇̂) ตลอดความยาวคาน

ภายใต้แรงอัดที่จุดรองรับ (𝑃̂𝐵) เท่ากับ 40 เมือ่ 𝑤̂ เท่ากับ 0, 2 และ 6 
 
ตารางท่ี 2 ผลค าตอบเชิงตัวเลขภายใต้แรงอัดที่จุดรองรับ (𝑃̂𝐵) เท่ากับ 40 เมื่อ 
𝑤̂ เท่ากับ 0, 2 และ 6  

𝑃̂𝐵  𝑤̂ 𝜃𝐴(−𝜃𝐵) 𝑦̂𝑚𝑎𝑥  Δ 𝑀̂𝑚𝑎𝑥  𝑉̂𝑚𝑎𝑥  𝑇̂𝑚𝑎𝑥  

40 

2 2.795 0.311 1.343 12.464 -0.302 40.032 

4 2.778 0.315 1.337 12.424 -0.324 40.032 

6 2.745 0.321 1.326 12.345 -0.388 40.033 

 
นอกจากนั้นผลค าตอบเชิงตัวเลขที่เปรียบเทียบผลของ 𝑤̂ เท่ากับ 0, 2 

และ 6 ภายใต้ 𝑃̂𝐵 เท่ากับ 40 ได้แสดงในตารางที่ 2 ได้แก่ ค่ามุมที่จุด
รองรับ 𝜃𝐴(−𝜃𝐵) ระยะเคลื่อนที่ของจุดรองรับ (∆) ค่าโมเมนต์ดัดสูงสุด 
(𝑀̂𝑚𝑎𝑥 ) ค่าแรงเฉือนสูงสุด (𝑉̂𝑚𝑎𝑥 ) ค่าระยะการแอ่นสูงสุด (𝑦̂𝑚𝑎𝑥 ) และ
ค่าแรงอัดในแนวแกนสูงสุด (𝑇̂𝑚𝑎𝑥 )  

นอกจากนั้น หัวข้อนี้ได้น าเสนอรูปการแอ่นตัวของคานเมื่อก าหนดค่า 𝑷̂𝑩 
ต่างกันซ่ึงได้ก าหนดเท่ากับ 10, 15, 20, 60 และ 100 แต่ก าหนดน้ าหนัก
บรรทุกกระจายสม่ าเสมอ (𝒘̂) คงที่เท่ากับ 6 ดังแสดงในรูปที่ 10 
 

 
รูปท่ี 10 เปรียบเทียบรูปร่างการแอน่ตัวของคานภายใต้แรงอดัทีจุ่ดรองรับ ( 𝑃̂𝐵 ) 

เท่ากับ 10, 15, 20, 60 และ 100 
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รูปท่ี 11 เปรียบเทียบการกระจายตัวของโมเมนต์ ( 𝑀̂ ) ตลอดความยาวคาน

ภายใต้แรงอัดที่จุดรองรับ (𝑃̂𝐵 ) เท่ากับ 10, 15, 20, 60 และ 100 
 

 
รูปท่ี 12 เปรียบเทียบการกระจายตัวของแรงเฉอืน ( 𝑉̂ ) ตลอดความยาวคาน

ภายใต้แรงอัดที่จุดรองรับ (𝑃̂𝐵 ) เท่ากับ 10, 15, 20, 60 และ 100 
 

 
รูปท่ี 13 เปรียบเทียบการกระจายตัวของแรงตามแนวแกน (𝑇̂ ) ตลอดความยาว

คานภายใต้แรงอัดทีจุ่ดรองรับ (𝑃̂𝐵) เท่ากับ 10, 15, 20, 60 และ 100 
 
จากรูปที่ 10 พบว่าเมื่อแรงอัด 𝑃̂𝐵 เพิ่มขึ้นจะท าให้เคลื่อนที่ของจุด

รองรับ (Δ) มากขึ้น ส่วนค่าการแอ่นตัวจะเพิ่มขึ้นเร่ือย ๆ จนถึงค่าหนึ่งหลัง

จากนั้นก็จะลดลง แต่ถ้าแรงอัดที่จุดรองรับ 𝑃̂𝐵 มากขึ้นเรื่อยๆหรือ 𝑃̂𝐵 
ประมาณเท่ากับ 40 ขึ้นไป จุดรองรับด้านขวาจะเคลื่อนที่ผ่านเลยจุดรองรับ
ด้านซ้าย ซ่ึงคานจะเกิดการสูญเสียเสถียรภาพ นอกจากนั้นยังพบว่ามีแรงอัด 
𝑃̂𝐵 มีค่ามากขึ้นจะส่งผลให้เกิดแรงภายในมากขึ้นด้วยดังแสดงในรูปที่ 11-
13 โดยพบว่าที่ 𝑃̂𝐵 เท่ากับ 100 จะเกิดโมเมนต์สูงสุดที่กึ่งกลางคาน เกิด
แรงเฉือนสูงสุดที่ระยะ 𝑠̂ เท่ากับ 0.39 และ 0.59 (รูปที่ 12) และเกิดแรง
ตามแนวแกนสูงสุดเป็นแรงอัดที่บริเวณกึ่งกลางคาน และเกิดแรงดึงสูงสุดที่
บริเวณจุดรองรับ (รูปที่ 13) นอกจากนั้น ผลค าตอบเชิงตัวเลขภายใต้แรงอัด
 𝑃̂𝐵 ได้น าเสนอในตารางที ่3 

 
ตารางท่ี 3 ผลค าตอบเชิงตัวเลขภายใต้แรงอัดที่จุดรองรับ (𝑃̂𝐵) เท่ากับ 10, 15, 
20, 60 และ 100 เมื่อน้ าหนักบรรทุกกระจายสม่ าเสมอ (𝑤̂) คงที่เท่ากับ 6 

𝑃̂𝐵  𝜃𝐴(−𝜃𝐵) 𝑦̂𝑚𝑎𝑥  Δ 𝑀̂𝑚𝑎𝑥  𝑉̂𝑚𝑎𝑥  𝑇̂𝑚𝑎𝑥  

10 1.085 0.305 0.277 3.510 0.000067 10.000 
15 1.749 0.397 0.658 6.039 0.0003 15.001 
20 2.139 0.401 0.915 7.860 -0.0018 20.005 
60 2.933 0.266 -1.469 15.351 -2.8038 60.012 
100 3.050 0.201 -1.596 19.496 -41.5881 91.133 

 
3.3 การโก่งเดาะของคานในโหมดอันดับสูง 

ในหัวข้อนี้จะเสนอการโก่งเดาะของคานในโหมดอันดับสูง ซ่ึงได้แก่
โหมดที่  1, 2, 3 และ 4 โดยพิจารณาก าหนดน้ าหนักบรรทุกกระจาย
สม่ าเสมอ (𝑤̂) เท่ากับ 0, 2 และ 6 

 

 
รูปท่ี 14 เปรียบเทียบความสัมพนัธร์ะหว่างการเคลื่อนที่ของจดุรองรับ B ( 𝛥 ) 

และแรงอัดที่จดุรองรับ (𝑃̂𝐵 ) ของโหมดการโกง่เดาะที ่ 1, 2, 3 และ 4 
เมื่อ 𝑤̂ เท่ากับ 0 
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รูปท่ี 15 เปรียบเทียบความสัมพนัธร์ะหว่างการเคลื่อนที่ของจดุรองรับ B (Δ) และ

แรงอดัทีจุ่ดรองรับ (𝑃̂𝐵) ของโหมดการโก่งเดาะที่ 1, 2, 3 และ 4 เมือ่ 
𝑤̂ เท่ากับ 2 

 

 
รูปท่ี 16 เปรียบเทียบความสัมพนัธร์ะหว่างการเคลื่อนที่ของจดุรองรับ B (Δ) และ

แรงอดัทีจุ่ดรองรับ (𝑃̂𝐵) ของโหมดการโก่งเดาะที่ 1, 2, 3 และ 4 เมือ่ 
𝑤̂ เท่ากับ 6 

 
รูปที่ 14-16 เปรียบเทียบความสัมพันธ์ระหว่างการเคลื่อนที่ของจุด

รองรับ B (Δ) และแรงอัด (𝑃̂𝐵) ของโหมดการโก่งเดาะที่ 1, 2, 3 และ 4 
เมื่อ 𝑤̂ เท่ากับ 0, 2 และ 6 ตามล าดับ พบว่ายิ่งโหมดการโก่งเดาะสูงขึ้น
ต้องใช้แรงอัดที่จุดรองรับ 𝑃̂𝐵 มากขึ้นเพื่อท าให้จุดรองรับเคลื่อนที่ (Δ) โดย
จะเห็นได้ว่าผลจากน้ าหนักของคานจะมีผลน้อยมาก โดยกราฟความสัมพันธ์
ระหว่างแรงและการเคลื่อนที่แตกต่างกันเพียงเล็กน้อย 

 

 
รูปท่ี 17 เปรียบเทียบรูปร่างการแอน่ตัวของคานส าหรับโหมดการโก่งเดาะที่ 1, 2, 

3 และ 4 เมื่อ 𝑤̂ เท่ากับ 6 และ Δ เท่ากับ 0.4 
 

 
รูปท่ี 18 เปรียบเทียบการกระจายตัวของโมเมนต ์ ( 𝑀̂ ) ตลอดความยาวคาน

ส าหรับโหมดการโก่งเดาะที ่1, 2, 3 และ 4 เมื่อ 𝑤̂ เท่ากับ 6 และ Δ 
เท่ากับ 0.4 

 

 
รูปท่ี 19 เปรียบเทียบการกระจายตัวของแรงเฉอืน ( 𝑉̂ ) ตลอดความยาวคาน

ส าหรับโหมดการโก่งเดาะที ่1, 2, 3 และ 4 เมื่อ 𝑤̂ เท่ากับ 6 และ Δ 
เท่ากับ 0.4 

 

 

C
o

m
p

re
ss

io
n

 f
o

rc
e,

 𝑃
𝐵

 

Sliding distance, Δ 

 

 

Co
m

pr
es

si
on

 fo
rc

e,
 𝑃

𝐵
 

Sliding distance, Δ 

 

 

Arc-length, 𝑠̂ 

 

M
o

m
en

t,
 𝑀

 

 
Arc-length, 𝑠̂ 

 

Sh
ea

r 
fo

rc
e,

 𝑉
 



การประชมุวิชาการวิศวกรรมโยธาแหง่ชาติ ครั้งที ่27 The 27th National Convention on Civil Engineering 
วันที่ 24-26 สิงหาคม 2565 จ.เชียงราย August 24-26, 2022, Chiang Rai, THAILAND 

 

STR56-8 

 
รูปท่ี 20 เปรียบเทียบการกระจายตัวของแรงตามแนวแกน (𝑇̂ ) ตลอดความยาว

คานส าหรับโหมดการโก่งเดาะที ่ 1, 2, 3 และ 4 เมื่อ 𝑤̂  เท่ากับ 6  
และ Δ เท่ากับ 0.4 

 
เพื่อเปรียบเทียบรูปร่างการแอ่นตัวของคานจากโหมดการโก่งเดาะต่างๆ 
(โหมด 1-4) โดยพิจารณากรณีที่น้ าหนักบรรทุกกระจายสม่ าเสมอ (𝒘̂) 
เท่ากับ 6 และค่าการเคลื่อนที่ของจุดรองรับเท่ากับ 0.4 (𝚫) ดังแสดงในรูป
ที่  17 พบว่าโหมดการโก่งเดาะของคานขึ้นอยู่กับจ านวนจุดดัดกลับ 
(Inflection point) โดยจ านวนจุดดัดกลับจะเท่ากับ 𝒏 − 𝟏 เมื่อ 𝒏 คือ
ล าดับโหมด อย่างไรก็ดีเมื่อโหมดอันดับสูงขึ้น ค่าการแอ่นตัวสูงสุดของคาน
จะลดลง รูปที่ 18 พบว่าที่โหมดอันดับที่สูงขึ้นจะท าให้เกิดแรงภายในมาก
ขึ้น ซ่ึงค่าโมเมนต์สูงสุดจะเกิดที่กึ่งกลางของแต่ละ loop หรือตรงต าแหน่ง
จุดดัดกลับซึ่งมีทั้งค่าบวกและค่าลบ แต่ที่จุดรองรับจะมีค่าโมเมนต์เป็นศูนย์ 
จากรูปที่ 19 พบว่าที่โหมดต่างๆ จะมีค่าเรงเฉือนสูงสุดเกิดที่จุดรองรับและ
ที่กึ่งกลางของแต่ละ loop และจากรูปที่ 20 พบว่าที่โหมดอันดับสูงขึ้น แรง
ตามแนวแกนจะเพิ่มขึ้นและมีค่าสูงสุดที่กึ่งกลางคานและกึ่งกลางของแต่ละ 
loop  
 
4. สรุปผลการวิจัย 

งานวิจัยนี้ได้ศึกษาการแอ่นตัวมากและพฤติกรรมหลังการโก่งเดาะของ
คานที่มีจุดรองรับเคลื่อนที่ได้อิสระในแนวราบภายใต้แรงกระท าด้านข้าง
และแรงอัดที่ปลายคาน แบบจ าลองคณิตศาสตร์ของคานสร้างขึ้นโดยอาศัย
หลักการสมดุลของแรงและโมเมนต์ โดยสามารถเขียนให้อยู่ในรูปของระบบ
สมการอนุพันธ์อันดับที่หนึ่งแบบไม่เป็นเชิงเส้น จากนั้นหาค าตอบเชิงตัวเลข
ด้วยวิธียิงเป้า (SM) และตรวจสอบความถูกต้องโดยเทียบกับผลเฉลยเชิง
ตัวเลขจากวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (FEM) ผลการศึกษาพบว่าน้ าหนักของคาน
และแรงอัดที่จุดรองรับท าให้จุดรองรับเลื่อนสไลด์และคานเกิดการแอ่นตัว 
ตลอดจนท าให้  เสถียรภาพของคานลดลง โมเมนต์ดัดมีค่ามากที่สุดบริเวณ
กึ่งกลางคาน และมีค่าเป็นศูนย์ทีจุ่ดรองรับ แรงเฉือนจะมีค่ามากที่สุดบริเวณ
จุดรองรับทั้งสองข้างของคาน แรงอัดในแนวแกนจะมีค่ามากที่สุดบริเวณ
กึ่งกลางคาน นอกจากนั้นยังพบว่าแรงอัดที่จัดรองรับต้องมากขึ้นเพื่อให้เกิด
การโก่งเดาะในโหมดอันดับสูง โหมดการโก่งเดาะของคานขึ้นอยู่กับจ านวน
จุดดัดกลับ โดยจ านวนจุดดัดกลับจะเท่ากับ 𝑛 − 1 เมื่อ 𝑛 คือล าดับโหมด 
เมื่อโหมดอันดับสูงขึ้นท าให้แรงภายในสูงขึ้นแต่ค่าการแอ่นตัวสูงสุดของคาน
จะลดลง ผลการวิเคราะห์ที่น าเสนอในงานวิจัยนี้สามารถน ามาเป็นแนวทาง
ในการวิเคราะห์และออกแบบโครงสร้างคาน-เสา และโครงสร้างอื่นๆที่มี
ความชะลูดสูง ทั้งนี้ แบบจ าลองที่น าเสนอในงานวิจัยนี้สามารถน าไปต่อ

ยอดเพื่อวิเคราะห์โครงสร้างภายใต้แรงอัดที่จุดรองรับแบบติดตามการเสีย
รูป 

5. กติตกิรรมประกาศ 

คณะผู้วิจัยขอขอบคุณภาควิชาวิศวกรรมโยธา คณะวิศวกรรมศาสตร์
ก าแพงแสน มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์ วิทยาเขตก าแพงแสน ที่ให้ความ
อนุเคราะห์สถานที่และสนับสนุนทุนวิจัยครั้งนี้ 
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