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บทคัดย่อ 

งานวิจัยฉบับนี้น าเสนอการวิเคราะห์การแอ่นตัวมากของคานที่มีจุด
รองรับเคลื่อนที่ภายใต้น้ าหนักของคานและแรงอัดที่ปลาย แบบจ าลองทาง
คณิตศาสตร์ของคานได้รับการพัฒนาขึ้นโดยอาศัยหลักการงานและพลังงาน
เสมือน การศึกษานี้ได้ใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (Finite Element Method) 
แบบไม่เชิงเส้นร่วมกับขั้นตอนท าซ้ าด้วยวิธีนิวตัน-ราฟสันในการหาค าตอบ
เชิงตัวเลข นอกจากนั้นระบบสมการเชิงอนุพันธ์อันดับที่หนึ่งแบบไม่เป็นเชิง
เส้น ส าหรับการค านวณหาแรงภายในคานได้จากการพิจารณาสมดุลของ
แรงและโมเมนต์ของชิ้นส่วนย่อยของคาน  ซ่ึงโปรแกรมคอมพิวเตอร์ส าหรับ
การค านวณตามวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ได้รับการพัฒนาโดยภาษาฟอร์แทรน 90  
ผลการตรวจสอบเชิงตัวเลขพบว่าค าตอบที่ได้จากวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์มีความ
สอดคล้องกับค าตอบจากวิธียิงเป้า ผลค าตอบเชิงตัวเลขแสดงให้เห็นว่า 
น้ าหนักคานและแรงอัดที่กระท าที่จุดรองรับท าให้จุดรองรับของคาน
เคลื่อนที่ และเกิดการแอ่นตัวมาก ส่งผลให้คานเกิดการสูญเสียเสถียรภาพ 

ค าส าคัญ:  การแอ่นตัวมาก, นิวตัน-ราฟสัน, วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์, หลักการ
งานและพลังงานเสมือน 
 

Abstract 
This research presents a large deflection analysis of beams 

with moveable support subjected to self-weight and 
compression at beam tip. A mathematical model of beams has 
been developed based on virtual work principle. The study 
used a non-linear Finite Element Method (FEM) combined with 
the Newton-Raphson iterative method to obtain numerical 
solutions. In addition, a system of first order non-linear 
differential equations, which is obtained by considering the 
force and moment equilibrium of the beam segment is used 
for calculation the internal force of the beam. The computer 
program for implementing the finite element algorithm is 
developed by Fortran 90. The numerical verification revealed 
that the result obtained from the finite element method were 
consistent with the result from the shooting method. The 
result also showed that the beam self-weight and the 
compressive force acting on the support cause the support 
movement, which induce large deflection, and instability of 
the beam. 

Keywords: Finite Element Method, Large Deflection, Newton-
Raphson, Virtual Work Principles. 

1. บทน า 
การวิเคราะห์ปัญหาการแอ่นตัวมากของคานได้รับความสนใจจาก

นักวิจัยอย่างต่อเนื่องจนถึงปัจจุบันโดยอาศัยหลักการ Elastica เป็นทฤษฎี
พื้นฐาน ซ่ึงนิยมประยุกต์ใช้ในการวิเคราะห์ปัญหาแบบต่างๆ ได้แก่ คานที่มี
ความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ คานยื่น และคานที่มีจุดรองรับเคลื่อนที่ได้ 
โดยทั่วไป การวิเคราะห์การแอ่นตัวมากของคานสามารถกระท าได้โดยวิธี
เชิงตัวเลข วิธีที่ได้รับความนิยม ได้แก่ ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และ
วิธีการยิงเป้า เป็นต้น ซ่ึงระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (Finite element 
method: FEM) คือวิธีการน าหลักการทางคณิตศาสตร์มาประยุกต์ใช้เพื่อ
แก้ปัญหาทางวิศวกรรม ในเชิงพฤติกรรมของวัสดุ ความร้อน หรือของไหล
ภายใต้สภาพแวดล้อมที่ก าหนดขึ้น โดยอาศัยการแก้ปัญหาระบบสมการ
อนุพันธ์ย่อยด้วยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเพื่อหาผลลัพธ์โดยประมาณของ
ปัญหาที่ก าหนดผ่านการค านวณด้วยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ ระเบียบวิธีไฟ
ไนต์เอลิเมนต์เป็นเทคโนโลยีที่ทันสมัยท าให้ง่ายต่อการขึ้นรูปแบบจ าลอง 
และเสมือนโครงสร้างจริงส่งผลให้การค านวณมีความแม่นย า ตัวอย่าง
บทความวิจัยที่น าเสนอการวิเคราะห์ปัญหาโครงสร้างที่มีการแอ่นตัวมาก 
ได้แก่ สุรพันธ์ บุญเจริญ [1] ได้ท าการศึกษาและวิเคราะห์การแอ่นตัวมาก
ของคานที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้โดยใช้วิธีอีลิปติคอินทิกรัลใน
การหาค าตอบเชิงตัวเลข สุนิสา รอดสังวาล [2] ได้ศึกษาและวิเคราะห์การ
แอ่นตัวมากของคานที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ โดยใช้วิธีไฟไนต์เอ
ลิเมนต์ Giraldo-Londono และคณะ [3] ได้ศึกษาการแอ่นตัวมากและ
พฤติกรรมหลังการโก่งเดาะของคาน-เสาที่มีจุดต่อแบบกึ่งแข็งโดยรวม
ผลกระทบตามแนวแกนและการเฉือน  ศรัณย์ ชุ่มกลัด [4] ได้ ศึกษา
ผลกระทบของปลายยื่นของอิลาสติกคาที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้
โดยมีแรงกระท าภายใต้น้ าหนักของตัวเอง Jeong และ Yoo [5] ได้สร้าง
แบบจ าลองของคานที่ มีการแอ่นตัวมากโดยใช้วิธี Assumed mode 
method ณัฐพัชร์ จันทรกุลมณี [5] ได้ศึกษาผลกระทบของจุดรองรับแบบ
ต้านทานการหมุนแบบยืดหยุ่นพลาสติกต่อพฤติกรรมหลังการโก่งเดาะ
ของอิลาสติกคาที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ โดยใช้แบบจ าลองของ
สปริงต้านทานการหมุน จากนั้น Wang และคณะ [6] ได้ศึกษาการแอ่นตัว
มากของคานที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ภายใต้น้ าหนักบรรทุกแบบ
จุดกระท า ณ ต าแหน่งต่างๆของคาน Mauricio และคณะ [7] ได้ศึกษาการ
แอ่นตัวมากของคานและเสาที่มีหน้าตัดคงที่และหน้าตัดที่มีความลึกไม่
สม่ าเสมอโดยวิธีการแปลงเชิงอนุพันธ์ Masjedi และ Weaver [8] ได้ใช้วิธี 
Homotopy analysis method เพื่อหาสมการแม่นตรงของปัญหาคานที่มี
การแอ่นตัวมากอย่างไรก็ดี งานวิจัยข้างต้นที่กล่าวมายังไม่ได้ศึกษา
พฤติกรรมการแอ่นตัวมากของคานที่มีจุดรองรับสามารถเคลื่อนที่ได้อิสระ
ในแนวราบภายใต้แรงอัดที่ปลายคานและรวมผลกระทบจากแรงทาง
ด้านข้าง 
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งานวิจัยน าเสนอพฤติกรรมการแอ่นตัวมากของคานที่มีจุดรองรับ
สามารถเคลื่อนที่ได้อิสระในแนวราบ โดยสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์
โดยอาศัยหลักการงานและพลังงานเสมือน และหาค าตอบของสมการด้วย
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขโดยวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ และตรวจสอบความถูกต้อง
ของค าตอบที่ได้จากระเบียบวิธีการยิงเป้าจากงานวิจัยในอดีตของวันวิสา 
รักษาสุข และคณะ [9] 
 
2. แบบจ าลองคณิตศาสตร์ 
2.1 ความสัมพันธ์เชิงเรขาคณิตและสมการสมดุลของคาน 
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รูปท่ี 1  คานที่มจีุดรองรับเคลื่อนที่ไดอ้ิสระในแนวราบ 

 
รูปที่ 1 แสดงการแอ่นตัวมากของคานที่มีจุดรองรับเคลื่อนที่ได้อิสระใน

แนวราบ ภายใต้น้ าหนักของคานและแรงอัดที่จุดรองรับ โดยจุดรองรับทั้ง 2 
ด้านของคานวางอยู่บนระนาบเดียวกัน ก่อนการเสียรูป ระยะห่างใน
แนวราบระหว่างจุดรองรับทั้ง 2 ข้างมีค่าคงที่เท่ากับ 𝐿 จุดรองรับที่ปลาย
ด้านซ้าย (จุด A) เป็นแบบยึดหมุน ขณะที่ปลายด้านขวา (จุด B) เป็นจุด
รองรับแบบยึดหมุนที่เคลื่อนที่ได้ในแนวราบ เนื่องจากแรงอัด (𝑃𝐵) กระท า
ที่ปลายคาน ท าให้จุดรองรับของคานเกิดการเคลื่อนที่เป็นระยะ 𝛥𝐵 ตาม
แนวแกน 𝑥 และคานเกิดการแอ่นตัว (𝑦) 

เมื่อพิจารณาผังอิสระของชิ้นส่วนย่อยของคานที่มีความยาว 𝑑𝑠 ดัง
แสดงในรูปที่ 2 ความสัมพันธ์เชิงเรขาคณิตของคานนั้นได้มาจากรูปทรง
เรขาคณิตเชิงอนุพันธ์ของเส้นโค้งในระนาบ ดังนี้ 
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โดยที่ 𝑥 และ 𝑦 คือต าแหน่งตามแนวราบและแนวระดับของคานในระบบ
พิกัดฉาก ตามล าดับ 𝜅 คือค่าความโค้งของคานที่สภาวะสมดุล 𝑠 และ 𝜃 
คือพิกัดตามความยาวโค้งและมุมหมุนของคาน ตามล าดับ 
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รูปท่ี 2  ผังอิสระของชิ้นส่วนย่อยของคานที่มีความยาว 𝑑𝑠 

 

จากรูปที่ 2 สมการสมดุลของแรงในทิศทางตั้งฉาก (�̂�) และทิศทาง
สัมผัส (�̂�) ของคานและสมการสมดุลของโมเมนต์สามารถเขียนได้ดังนี้ 
ตามล าดับ 

 

     ∑𝐹𝑛 = 0;   𝑑𝑉
𝑑𝑠
= 𝑇

𝑑𝜃

𝑑𝑠
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     ∑𝐹𝑡 = 0;   
𝑑𝑇

𝑑𝑠
= −𝑉
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𝑑𝑠
+ 𝑤 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (5) 

    ∑𝑀𝑜 = 0;  
𝑑𝑀

𝑑𝑠
= 𝑉  (6) 

 

โดยที่ 𝑤 คือน้ าหนักคาน และตัวแปร 𝑉, 𝑀 และ 𝑇 คือแรงเฉือน 
โมเมนต์ดัด และแรงอัดตามแนวแกน ตามล าดับ 

 
2.2 สมการงานและพลังงานเสมือนของคาน 

จากทฤษฎีอีลาสติกคา [10] ความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์ดัดและค่า
ความโค้งของคานเม่ือคานเกิดการแอ่นตัวมาก คือ 

 

 𝑀 = −𝐸𝐼
𝑑𝜃

𝑑𝑠
 (7) 

 

โดยที่ 𝐸𝐼 คือสติฟเนตต้านการดัดของคาน ดังนั้นพลังงานความเครียด
เสมือนเนื่องจากการดัด สามารถหาได้โดย 

 

                   𝛿𝑈𝑏 = ∫ 𝐸𝐼𝜃′𝛿𝜃′
𝐿

0
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โดยที่ (′) แทนการอนุพันธ์ของตัวแปรต่างๆเทียบกับ 𝑠 เมื่อ 𝐿 คือ
ความยาวของคาน งานเสมือนเนื่องจากน้ าหนักของคาน (𝑤) ค านวณได้
โดย 

 

𝛿𝑊𝑤 = ∫ ∫ 𝑤 cos 𝜃 𝛿𝜃𝑑𝑠𝑑
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งานเสมือนเนื่องจากแรงอัดที่ปลายคานสามารถค านวณจาก 
 

𝛿𝑊𝑝 = 𝑃𝐵 ∫ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝛿𝜃𝑑𝑠
𝐿

0
        (10) 

 

อ้างอิงจากหลักการของงาน-พลังงานเสมือนของระบบ จะได้ว่า 
 

𝛿𝜋 = 𝛿𝑈𝑏 − 𝛿𝑊𝑤 − 𝛿𝑊𝑝        (11) 
 

แทนสมการ (8) (9) และ (10) ลงในสมการ (11) จะได้สมการพลังงาน
เสมือนทั้งหมดของระบบดังนี้ 

 

δπ = ∫ EIθ'δθ'ds− {∫ ∫ wcosθdsds + 𝑃𝐵 ∫ sinθδθds
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 (12) 
 

เนื่องจากมุมหมุน  𝜃 เป็นตัวแปรอิสระของปัญหานี้  ดังนั้นการ
ก าหนดค่าการแอ่นตัวของคานที่จุดรองรับด้านขวา (ที่ 𝑠 = 𝐿) จ าเป็นต้อง
ก าหนดด้วยสมการเง่ือนไขต่อไปนี้ 

 

      𝑔 = 𝑦(𝐿) − ∫ sin 𝜃 𝑑𝑠 = 0
𝐿

0
 (13) 

 

โดยที่ 𝑦(𝐿) = 0 คือพิกัดในแนวดิ่งของคานที่จุดรองรับด้านขวา 
การศึกษานี้จะก าหนดต าแหน่ง 𝑦(𝐿) เป็นเง่ือนไขบังคับของปัญหาโดยใช้
เทคนิคตัวคูณลากรองจ์ [11] จากหลักการของตัวคูณลากรองจ์ จะน าตัว
แปรไม่ทราบค่า 𝜆 ไปคูณกับสมการเง่ือนไขสมการที่ (13) และท าการ
อนุพันธ์พร้อมทั้งน าไปรวมกับสมการงานและพลังงานเสมือนของคาน ได้
ดังนี ้

 

          δ𝜋∗=δπ+δ(λg) (14) 
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หลังจากที่แทนค่าสมการที่ (12) และ (13) ในสมการที่ (14) จะได้สมการ
งานเสมือนทั้งของระบบภายใต้เง่ือนไขของระยะการแอ่นตัวของคานที่จุด
รองรับด้านขวาดังนี้ 
 

     𝛿𝜋∗ = ∫ 𝐸𝐼𝜃′𝛿𝜃′𝑑𝑠
𝐿

0
− {∫ ∫ 𝑤 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝛿𝜃𝑑𝑠𝑑𝑠 +

𝑠

0

𝐿

0

𝑃𝐵 ∫ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝛿𝜃𝑑𝑠
𝐿

0
} − 𝜆 ∫ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝛿𝜃𝑑𝑠

𝐿

0
 

+ [𝑦(𝐿) − ∫ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝑠
𝐿

0
] 𝛿𝜆 (15) 

 
3. แบบจ าลองไฟไนต์เอลิเมนต ์

จากกระบวนการไฟไนต์เอลิเมนต์ ค่ามุมหมุน 𝜃(𝑠𝑠) ภายในเอลิเมนต์
ของคานสามารถประมาณได้โดย 

 

𝜃(𝑠𝑠) = ⌊𝑵⌋{𝒒}  (16) 
 

ซ่ึง ⌊𝑵⌋ คือเมทริกซ์ฟังก์ชันรูปร่าง ซ่ึงสามารถก าหนดได้ดังนี้ 
 

              ⌊𝑵⌋ = ⌊𝑁1 𝑁2 𝑁3 𝑁4⌋
𝑇 (17) 

 

เมื่อ 𝑁𝑖 คือฟังก์ชันรูปร่างพหุนามอันดับสาม  
 

𝑁1 = 1 −
11𝑠𝑠

2𝑙
+

9𝑠𝑠
2

𝑙2
−

9𝑠𝑠
3

𝑙3
 (18ก) 

𝑁2 =
9𝑠𝑠

𝑙
−

45𝑠𝑠
2

2𝑙2
+

27𝑠𝑠
3

2𝑙3
      (18ข) 

𝑁3 = −
9𝑠𝑠

2𝑙
+

18𝑠𝑠
2

𝑙2
−

27𝑠𝑠
3

𝑙3
      (18ค) 

𝑁4 =
𝑠𝑠

𝑙
+

9𝑠𝑠
2

2𝑙2
−

9𝑠𝑠
3

2𝑙3
     (18ง) 

 

โดยที่ 𝑙 = 𝐿/𝑛𝑒𝑙𝑒𝑚 คือความยาวเอลิเมนต์ของคาน และ 𝑛𝑒𝑙𝑒𝑚 
เป็นจ านวนเอลิเมนต์ของคาน เวกเตอร์ {𝒒} คือดีกรีอิสระที่จุดต่อขั้วของ
คานซ่ึงสอดคล้องกับค่ามุมหมุน 𝜃(𝑠𝑠) ที่ต าแหน่งจุดต่อขั้ว ดังนี้ 

 

{𝒒} =

{
 
 

 
 
𝜃(𝑠𝑠 = 0)

𝜃(𝑠𝑠 =
𝑙

3
)

𝜃(𝑠𝑠 =
2𝑙

3
)

𝜃(𝑠𝑠 = 𝑙) }
 
 

 
 

  (19) 

 

จากหลักการของพลังงานเสมือนของระบบ 𝜋∗ = ∑ {𝜋𝑘
∗}nelem

𝑘=1  เมื่อ
𝜋𝑘
∗  คือพลังงานเสมือนของเอลิเมนต์ของคาน ดังนั้นจะสามารถหาสภาวะ

สมดุลของคานได้ก็ต่อเมื่อ 
 

    𝛿𝜋𝑘
∗ = (

𝜕𝜋𝑘
∗

𝜕𝒒𝑖
) 𝛿𝒒𝑖 + (

𝜕𝜋𝑘
∗

𝜕𝜆
) 𝛿𝜆 = 0  (20) 

 

เนื่องจาก 𝛿𝒒𝑖 และ 𝛿𝜆 ไม่เท่ากับศูนย์ดังนั้น {𝜕𝜋𝑘/𝜕𝒒𝑖} = {𝟎} 
และ {𝜕𝜋𝑘/𝜕𝜆} = 0 ซ่ึงสามารถเขียนโดยใช้อนุกรมเทย์เลอร์ ได้ดังนี้ 

 

       {
𝜕𝜋𝑘

∗

𝜕𝒒𝑖
}
𝑛+1

= {
𝜕𝜋𝑘

∗

𝜕𝒒𝑖
}
𝑛
+ {

𝜕

𝜕𝒒𝑗
(
𝜕𝜋𝑘

∗

𝜕𝒒𝑖
)}
𝑛

𝛥𝒒𝑛 +

{
𝜕

𝜕𝜆
(
𝜕𝜋𝑘

∗

𝜕𝒒𝑖
)}
𝑛
𝛥𝜆𝑛 = 0  (21ก) 

 

       {
𝜕𝜋𝑘

∗

𝜕𝜆
}
𝑛+1

= {
𝜕𝜋𝑘

∗

𝜕𝜆
}
𝑛
+ {

𝜕

𝜕𝒒𝑖
(
𝜕𝜋𝑘

∗

𝜕𝜆
)}
𝑛
𝛥𝒒𝑛 +

{
𝜕

𝜕𝜆
(
𝜕𝜋𝑘

∗

𝜕𝜆
)}
𝑛
𝛥𝜆𝑛 = 0  (21ข) 

 

โ ด ย ที่  {𝛥𝒒}𝑛 = {𝒒𝑖}𝑛+1 − {𝒒𝑖}𝑛, 𝛥𝜆𝑛 = 𝜆𝑛+1 − 𝜆𝑛  
เมื่อตัวแปร 𝑛 คือรอบของการท าซ้ า ดังนั้นหลังจากตัดพจน์ที่มีค่าน้อยๆ ท า
ให้สามารถเขียนระบบสมการที่ (21) ในรูปแบบเมทริกซ์ ได้ดังนี้ 

 

[
[𝑲𝑁𝐿]𝑁×𝑁 {𝑲𝜆}𝑁×1
{𝑲𝜆}1×𝑁

𝑇 0
] {
{𝛥𝒒𝑖}

𝛥𝜆
} = − {

{𝑹𝑖}

𝑅𝜆
}.  (22) 

 

จ านวนเต็ม 𝑁 คือจ านวนดีกรีอิสระทั้งหมดของระบบคาน เมทริกซ์ 
[𝑲𝑁𝐿] ไ ด้ จ า ก ก า ร ร ว ม เม ท ริ ก ซ์ ข อ ง เอ ลิ เ ม น ต์ เม ท ริ ก ซ์ 
[𝜕2𝜋𝑘

∗ 𝜕𝒒𝑖𝜕𝒒𝑗⁄ ] เวกเตอร์ {𝑲𝜆} ได้จากการรวมเวกเตอร์ของเอลิ
เมนต ์{𝜕2𝜋𝑘∗ 𝜕𝜆𝜕𝒒𝑖⁄ } เวกเตอร์ {𝑹𝑖} ได้จากการรวมเวกเตอร์ของเอลิ
เมนต์ {𝜕𝜋𝑘∗ 𝜕𝒒𝑖⁄ } และพารามิเตอร์ 𝑅𝜆 คือค่าผลรวมของ 𝜕𝜋𝑘∗ 𝜕𝜆⁄  
จากทุกเอลิเมนต์ 

สมการที่ (22) เป็นระบบสมการไม่เชิงเส้นซ่ึงจะใช้กระบวนการท าซ้ า
แบบ Newton-Raphson ในการหาค าตอบเชิงตัวเลข จากกระบวนการนี้
จะก าหนดค่าเร่ิมต้นของตัวแปรไม่ทราบค่า {𝒒𝑖} และ 𝜆 และสร้างระบบ
สมการที่ (22) จากนั้นค านวณหาค่าส่วนเพิ่ม {𝛥𝒒𝑖} และ 𝛥𝜆 และน า
ค่าที่ได้ไปบวกเพิ่มระหว่างเวกเตอร์ {𝛥𝒒𝑖} กับ {𝒒𝑖} และ 𝛥𝜆 กับ 𝜆 
ซ่ึงจะท าให้ได้ค่า {𝒒𝑖} และ 𝜆 ใหม่ ค่าเหล่านี้จะใช้ส าหรับการค านวณซ้ า
ต่อไป โดยท าซ้ าขั้นตอนข้างต้นจนกว่าค่า {𝛥𝒒𝑖} และ 𝛥𝜆 จะลู่เข้าใกล้
ศูนย์ โดยได้ก าหนดค่าคลาดเคลื่อนที่ยอมให้ไม่เกิน 10-7  

หลังจากหาสภาวะสมดุลของคานแล้วจึงค านวณหาแรงภายในที่เกิด ณ 
ต าแหน่งต่างๆของคาน ได้แก่ โมเมนต์ดัด 𝑀(𝑠) สามารถค านวณหาได้
จากสมการที่ (7) แรงเฉือน 𝑉(𝑠) หาได้จากการแทนสมการที่ (7) ใน
สมการที่ (6) ซ่ึงสามารถจัดรูปสมการใหม่ได้ดังนี ้

 

         𝑉(𝑠) = −𝐸𝐼
𝑑2𝜃

𝑑𝑠2
 (23) 

 

และแรงตามแนวแกน 𝑇(𝑠) หาได้จากการอินทิเกรตสมการที่ (5) ดัง
สมการต่อไปนี้ 
 

     𝑇(𝑠) = 𝑇𝐵 + ∫ (𝑉
𝑑𝜃

𝑑𝑠
− 𝑤 𝑠𝑖𝑛 𝜃) 𝑑𝑠

𝐿

𝑠
 (24) 

 

B

BV

BP

BT

B

 
รูปท่ี 3 สมดุลแรงที่จุดรองรับ B 

 
ตัวแปร 𝑇𝐵  คือแรงอัดตามแนวที่จุดรองรับ B ซ่ึงค านวณหาได้จากสมการ
สมดุลที่จุด B (รูปที่ 3) ดังสมการต่อไปนี้ 
 

 

 𝑇𝐵 =
𝑃𝐵−𝑉𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜃𝐵

𝑐𝑜𝑠 𝜃𝐵
 (25) 

 

ตัวแปร 𝑉𝐵 คือแรงเฉือนที่จุดรองรับ B ทั้งนี้เพื่อให้ง่ายต่อการน าเสนอและ
จ ากัดจ านวนตัวแปรที่มีผลต่อการวิเคราะห์ปัญหาคานที่มีจุด รองรับ
เคลื่อนที่ได้ ตัวแปรต่างๆจึงถูกท าให้อยู่ในรูปของตัวแปรไร้มิติโดยอาศัย
ความสัมพันธ์ของสมการต่อไปนี้ 
 

      �̂� = 𝑠/𝐿, �̂� = 𝑥/𝐿, �̂� = 𝑦/𝐿 (26ก-ค) 
 

     �̂� =
𝑤𝐿3

𝐸𝐼
, �̂� = 𝑇𝐿2

𝐸𝐼
, �̂� = 𝑉𝐿2

𝐸𝐼
, �̂� =

𝑀𝐿

𝐸𝐼
 (26ง-ช) 

 

 �̂�𝐵 =
𝑃𝐵𝐿

2

𝐸𝐼
, �̂� = 𝐿

𝐿
, 𝛥 = 𝛥𝐵

𝐿
      (26ซ-ญ) 
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4. ผลค าตอบเชิงตัวเลข 
4.1 ตรวจสอบการลู่เข้าของค าตอบ 

 

 
รูปท่ี 4 การตรวจสอบการลู่เข้าของค าตอบเชิงตัวเลขเนือ่งจากจ านวนเอลิเมนต์ 

 
เนื่องจากความถูกต้องแม่นย าของค าตอบที่ ได้จากวิธีไฟไนต์เอลิ

เมนต์(FEM) ขึ้นอยู่กับจ านวนของเอลิเมนต์ที่ใช้ จึงจ าเป็นต้องตรวจสอบ
จ านวนเอลิ เมนต์ที่ เหมาะสมส าหรับใช้ในแบบจ าลองนี้  หัวข้อนี้ ได้
ท าการศึกษาผลของจ านวนเอลิเมนต์ต่อค่าของการเคลื่อนที่ของจุดรองรับ 
B โดยการศึกษานี้ได้ก าหนดค่าตัวแปรต่างๆในรูปของตัวแปรไร้หน่วยดังนี้ 
ได้แก่ ความยาวช่วงคาน (�̂�) เท่ากับ 1 น้ าหนักคาน (�̂�) เท่ากับ 6 และ
แรงที่กระท าต่อจุดรองรับ B (�̂�𝐵) มีค่าเท่ากับ 40 

จากผลการศึกษาดังแสดงในรูปที่ 4 จะเห็นได้ว่าจ านวนเอลิเมนต์ที่น้อย
ที่สุดตั้งแต่ 8 เอลิเมนต์ขึ้นไปจะท าให้ค่าการเคลื่อนที่ของจุดรองรับ B (𝛥) 
ลู่เข้าสู่ค่าคงที่ ดังนั้นการหาค าตอบเชิงตัวเลขของปัญหาด้วยวิธีไฟไนต์เอลิ
เมนต์ได้เลือกใช้จ านวนเอลิเมนต์เท่ากับ 10 เอลิเมนต์เพราะสามารถหา
ค าตอบที่มีความถูกต้องเพียงพอ 

 

4.2 ตรวจสอบค่าความถูกต้องของค าตอบเชิงตัวเลข 
ในขั้นตอนนี้จะศึกษาความถูกต้องของแบบจ าลองคณิตศาสตร์และผล

ค าตอบเชิงตัวเลขที่ได้จากวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (FEM) โดยเปรียบเทียบกับ
ค าตอบที่ได้จากวิธียิงเป้า (SM) ซ่ึงได้รับการน าเสนอในงานวิจัยของวันวิสา 
รักษาสุข และคณะ [9] โดยตัวอย่างการวิเคราะห์นี้ได้ก าหนดน้ าหนักคาน 
(�̂�) เท่ากับ 6 ความยาวช่วงคาน (�̂�) เท่ากับ 1 และแรงอัดที่จุดรองรับ B 
(�̂�𝐵) มีค่าตั้งแต่ 0 ถึง 100 เพื่อใช้ส าหรับการตรวจสอบความถูกต้องของ
ผลการวิเคราะห์ 

 

 
รูปท่ี 5 เปรียบเทียบความสัมพนัธร์ะหว่างการเคลื่อนที่ของจดุรองรับ B ( 𝛥 ) 

และแรงอัดที่จดุรองรับ (�̂�𝐵) ที่จากวิธีไฟไนต์เอลิเมนต ์(FEM) และวิธียิง
เป้า (SM) 

   
จากการศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างแรงอัดที่จุดรองรับ B กับค่าการ

เคลื่อนที่ในแนวราบของจุดรองรับ B แสดงดังรูปที่ 5 โดยเปรียบเทียบผลที่
ได้จากวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (FEM) กับวิธียิงเป้า (SM) พบว่าผลการวิเคราะห์
ที่ได้จากสองวิธีนี้สอดคล้องกันเป็นอย่างดี   

 
ตารางท่ี 1 ตารางเปรียบเทียบค าตอบเชิงตัวเลขของวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (FEM) และวิธียิงเป้า (SM) 

�̂�𝐵 
𝜃𝐴(−𝜃𝐵) �̂�𝑚𝑎𝑥  𝛥 �̂�𝑚𝑎𝑥  �̂�𝑚𝑎𝑥  �̂�𝑚𝑎𝑥  

FEM SM FEM SM FEM SM FEM SM FEM SM FEM SM 

0 0.244 0.244 0.075 0.075 0.014 0.014 0.734 0.734 2.909 2.911 -0.724 -0.725 

10 1.085 1.085 0.304 0.304 0.277 0.277 3.510 3.509 10.273 10.244 1.956 2.012 

20 2.138 2.138 0.401 0.401 0.914 0.914 7.863 7.859 20.751 19.887 -13.580 -13.287 

30 2.544 2.546 0.360 0.360 1.187 1.187 10.437 10.425 30.986 29.766 -26.749 -26.492 

40 2.746 2.744 0.321 0.321 1.325 1.326 12.368 12.344 41.093 39.953 -38.280 -38.088 

50 2.863 2.861 0.290 0.289 1.410 1.410 13.987 13.944 55.063 48.900 -49.063 -48.924 

60 2.937 2.933 0.265 0.265 1.468 1.468 15.419 15.350 69.252 58.935 -59.484 -59.393 

70 2.986 2.981 0.246 0.246 1.511 1.512 16.723 16.619 83.473 69.580 -69.717 -69.657 

80 3.021 3.014 0.230 0.229 1.545 1.545 17.934 17.776 97.587 79.937 -79.850 -79.819 

90 3.045 3.036 0.217 0.215 1.572 1.573 19.071 18.783 111.492 89.947 -89.927 -89.916 

100 3.063 3.050 0.205 0.201 1.595 1.596 20.151 19.495 125.108 99.222 -99.972 -99.990 

 
ตารางที่ 1 แสดงการเปรียบเทียบค่ามุมหมุน (𝜃𝐴(−𝜃𝐵)) ระยะการ

แอ่นสูงสุด (�̂�𝑚𝑎𝑥 ) ระยะการเคลื่อนที่ของจุดรองรับ B (𝛥) โมเมนต์ดัด
สูงสุด (�̂�𝑚𝑎𝑥 ) แรงเฉือนสูงสุด (�̂�𝑚𝑎𝑥 ) แรงอัดตามแนวแกนสูงสุด 
(�̂�𝑚𝑎𝑥 ) ภายใต้แรงอัดที่จุดรองรับ (�̂�𝐵) ต่างๆ โดยพบว่าค าตอบเชิงตัว

เลขที่ได้จากวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (FEM) และวิธียิงเป้า (SM) มีค่าที่ใกล้เคียง
กันมาก 
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4.3 ผลของน  าหนักคานและแรงอัดที่จุดรองรับต่อการแอ่นตัวมากของ
คาน 

หัวข้อนี้น าเสนอผลของน้ าหนักคานและแรงอัดที่จุดรองรับต่อการแอ่น
ตัวและเสถียรภาพของคานที่มีจุดรองรับเคลื่อนที่ได้อิสระตามแนวราบ 
ตัวอย่างการวิเคราะห์นี้ก าหนดให้น้ าหนักคาน (�̂�) เท่ากับ 2 4 6 8 และ 
10 ตามล าดับ และแรงทีอ่ัดจุดรองรับ B (�̂�𝐵 ) มีค่าตั้งแต่ 0 ถึง 100 ผลการ
วิเคราะห์ได้น าเสนอความสัมพันธ์ระหว่างการเคลื่อนที่ของจุดรองรับ B (𝛥) 
และแรงอัดที่จุดรองรับ (�̂�𝐵) ตามรูปที่ 6 

 

 
รูปท่ี 6 เปรียบเทียบความสัมพันธ์ระหว่างการเคลื่อนที่ของจุดรองรับ B (𝛥) 

และแรงอัดที่จุดรองรับ (�̂�𝐵 ) เมื่อ �̂� มีค่าเท่ากับ 2 4 6 8 และ 10 

 
(ก) แรงอัดที่จุดรองรับ (�̂�𝐵 ) ในช่วง 0-16 

 
(ข) แรงอัดที่จุดรองรับ (�̂�𝐵 ) ในช่วง 16-50 

รูปท่ี 7 ความสัมพันธ์ระหว่างการเคลื่อนทีข่องจุดรองรับ B (𝛥) และแรงอัดที่จุด
รองรับ (�̂�𝐵) 

 
จากรูปที่ 6 พบว่าแรงอัดที่จุดรองรับส่งผลโดยตรงท าให้จุดรองรับ

เคลื่อนที่เพิ่มมากขึ้น โดยพฤติกรรมที่เกิดขึ้นสามารถแบ่งเป็นสองช่วงดัง
แสดงในรูปที่ 7(ก) และ 7(ข) โดยรูปที่ 7(ก) แสดงช่วงแรงอัด �̂�𝐵 มีค่า
ตั้งแต่ 0-16 และรูปที่ 7(ข) แสดงช่วงแรงอัด �̂�𝐵 มีค่าตั้งแต่ 16-100 ทั้งนี้
ผลการศึกษาพบว่าเมื่อ �̂�𝐵 น้อยกว่า 16 น้ าหนักของคานส่งผลให้จุด
รองรับ B (𝛥) เคลื่อนที่มากขึ้น อย่างไรก็ดี เมื่อ �̂�𝐵 มากกว่า 16 การเพิ่ม
น้ าหนักคานท าให้การเคลื่อนที่ของจุดรองรับลดลง (รูปที่ 7(ข)) 

 

 
(ก) เปรียบเทียบรูปร่างการแอ่นตวัท่ีสภาวะสมดุลของคาน 
 

 
(ข) เปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของโมเมนต์ดัดตลอดความยาวคาน 

 

 
(ค) เปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของแรงเฉือนตลอดความยาวคาน 
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(ง) เปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของแรงตามแนวแกนตลอดความยาวคาน 
รูปท่ี 8 เปรียบเทียบลักษณะรูปร่างการแอ่นตัวที่สภาวะสมดุลของคานและการ

กระจายตัวของแรงภายในที่เกิดภายใต้แรงอัดที่จุดรองรับ (�̂�𝐵) เท่ากับ 
10 โดยก าหนดให้ �̂� เท่ากับ 2 4 6 8 และ 10 

 
รูปที่ 8(ก)-8(ง) แสดงลักษณะการแอ่นตัวของคานและแรงภายในที่

เกิดขึ้นแรงอัดที่จุดรองรับ (�̂�𝐵) เท่ากับ 10 โดยเปรียบเทียบผลของน้ าหนัก
คาน �̂� เท่ากับ 2 4 6 8 และ 10 จากลักษณะการเสียรูปของคานดังรูปที่ 
8(ก) พบว่า การเพิ่มน้ าหนักคานมากขึ้นท าให้จุดรองรับของคานและการ
แอ่นตัวเพิ่มมากขึ้นซ่ึงสอดคล้องกับผลสรุปก่อนหน้านี้ โดยการแอ่นตัวสูงสุด
เกิดขึ้นที่กึ่งกลางคาน  และส่งผลท าให้โมเมนต์ดัดเพิ่มมากขึ้นเช่นกัน (รูปที่ 
8 (ข)) โดยจะมค่ีาสูงสุดที่กึ่งกลางคาน  จากรูปที่ 8(ค) พบว่าแรงเฉือนจะมี
ค่ามากขึ้นเมื่อน้ าหนักคานมากขึ้น และเกิดแรงเฉือนสูงสุดบริเวณจุดรองรับ
ทั้งสองข้าง และจากรูปที่ 8(ง) พบว่าแรงตามแนวแกนเป็นแรงอัดและมี
ค่าสูงสุดที่กึ่งกลางคาน แต่เมื่อน้ าหนักคานมากขึ้นอาจส่งผลให้แรงใน
แนวแกนที่จุดรองรับเปลี่ยนเป็นแรงดึง (เมื่อ �̂�=10)  

ในท านองเดียวกัน รูปที่ 9(ก)-9(ง) แสดงลักษณะการแอ่นตัวของคาน
และแรงภายในที่ เกิ ดขึ้นแรงอัดที่ จุดรองรับ  (�̂�𝐵) เท่ ากับ  40 โดย
เปรียบเทียบผลของน้ าหนักคาน �̂� เท่ากับ 2 4 6 8 และ 10 จากลักษณะ
การเสียรูปของคานแสดงดังรูปที่ 9(ก) พบว่า น้ าหนักคานที่มากขึ้นท าให้
คานเกิดการแอ่นตัวมากขึ้นซ่ึงการแอ่นตัวสูงสุดเกิดขึ้นที่จุดกึ่งกลางคาน  
อย่างไรก็ดีพบว่าการเคลื่อนที่ของจุดรองรับมีค่าลดลง จากรูปที่ 9(ข) พบว่า 
เมื่อน้ าหนักคานมากขึ้นส่งผลให้โมเมนต์เพิ่มขึ้นเล็กน้อย และค่าสูงสุดเกิดที่
กึ่งกลางคานซ่ึงสอดคล้องกับการแอ่นตัวของคาน จากรูปที่ 9(ค) พบว่าแรง
เฉือนจะมีค่าเพิ่มขึ้นเมื่อน้ าหนักคานมากขึ้น ทั้งนี้แรงเฉือนสูงสุดเกิดบริเวณ
ระยะ 2/5 ของความยาวคานจากปลายทั้งสองด้าน และจากรูปที่ 9(ง) 
พบว่าแรงตามแนวแกนสูงสุดเกิดขึ้นที่กึ่งกลางคานซ่ึงเป็นแรงอัด แต่บริเวณ
จุดรองรับทั้งสองข้างของคานจะเกิดแรงดึง 

 

 
(ก) เปรียบเทียบรูปร่างการแอ่นตัวที่สภาวะสมดุลของคาน 

 

 
(ข) เปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของโมเมนต์ดัดตลอดความยาวคาน 

 

 
(ค) เปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของแรงเฉือนตลอดความยาวคาน 
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(ง) เปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของแรงตามแนวแกนตลอดความยาวคาน 
รูปท่ี 9 เปรียบเทียบลักษณะรูปร่างการแอ่นตัวที่สภาวะสมดุลของคานและการ

กระจายตัวของแรงภายในที่เกิดภายใต้แรงอัดที่จุดรองรับ (�̂�𝐵) เท่ากับ 
40 โดยก าหนดให้ �̂� เท่ากับ 2 4 6 8 และ 10 

 
ตารางท่ี 2 ผลการวิเคราะห์เชิงตัวเลขภายใต้น้ าหนักคานต่างๆ และแรงอัด (�̂�𝐵) 
เท่ากับ 10 และ 40 

BP̂  ŵ   A B
   maxŷ  Δ  maxM̂  maxV̂  maxT̂    

10 

2 0.83 0.25 0.17 2.66 8.13 5.92 1.0 
4 0.99 0.28 0.23 3.18 9.5 3.76 2.0 
6 1.09 0.3 0.28 3.51 10.27 1.96 3.0 
8 1.15 0.32 0.31 3.76 10.78 0.35 4.0 
10 1.21 0.33 0.34 3.96 11.13 -1.14 5.0 

40 

2 2.78 0.31 1.34 12.45 12.45 41.04 1.0 
4 2.76 0.32 1.33 12.41 41.07 -4.41 2.0 
6 2.75 0.32 1.33 12.37 41.09 -38.28 3.0 
8 2.73 0.32 1.32 12.33 41.12 -4.54 4.0 
10 2.71 0.33 1.31 12.29 41.15 -4.62 5.0 

 
 นอกจากนั้นผลค าตอบเชิงตัวเลขถูกน าเสนอในตารางที่ 2 ได้แก่ค่ามุม

หมุนที่จุดรองรับ (𝜃𝐴(−𝜃𝐵)) ระยะการแอ่นสูงสุด (�̂�𝑚𝑎𝑥 ) ระยะการ
เคลื่อนที่ของจุดรองรับ B (𝛥) โมเมนต์ดัดสูงสุด  (�̂�𝑚𝑎𝑥 ) แรงเฉือนสูงสุด 
(�̂�𝑚𝑎𝑥 ) แรงอัดในแนวแกนสูงสุด (�̂�𝑚𝑎𝑥 ) และค่าตัวคูณลากรองจ์ (𝜆)  
จากการศึกษาพบว่าความหมายทางกายภาพของตัวคูณลากรองจ์ (𝜆) คือ
แรงปฏิกิริยาในแนวดิ่งที่จุดรองรับ B ซ่ึงมีค่าเป็นครึ่งหนึ่งของน้ าหนักคาน 

 

 
(ก) เปรียบเทียบรูปร่างการแอ่นตัวของคานที่สภาวะสมดุล 
 

 
(ข) เปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของโมเมนต์ดัดตลอดความยาวคาน 

 

 
 (ค) เปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของแรงเฉอืนตลอดความยาวคาน 

 

 
 (ง) เปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของแรงอัดตามแนวแกน 

รูปท่ี 10 เปรียบเทียบลักษณะรูปร่างการแอ่นตัวและแรงภายในที่ต าแหน่งต่างๆ
ของคานภายใต้แรงอัดที่จุดรองรับ (�̂�𝐵) เท่ากับ 10 15 20 40 และ 
100 เมื่อ �̂� เท่ากับ 6 

 
นอกจากนั้น การศึกษานี้ได้น าเสนอการแอ่นตัวของคานและแรงภายใน

ที่เกิดขึ้นเนื่องจากผลของแรงอัดที่จุดรองรับ B โดยก าหนดให้ �̂�𝐵 เท่ากับ 
10 15 20 40 และ 100 ตามล าดับ น้ าหนักคาน (�̂�) เท่ากับ 6 จาก
ลักษณะการเสียรูปของคานพบว่าค่า �̂�𝐵 ส่งผลท าให้จุดรองรับเพิ่มมากขึ้น
จนกระทั่งจุดรองรับด้านขวาเคลื่อนที่ผ่านจุดรองรับด้านซ้ายดังแสดงในรูป
ที่ 10(ก)  และแรงอัด �̂�𝐵 ส่งผลให้โมเมนต์ดัดเพิ่มมากขึ้นดังแสดงในรูปที่ 
10(ข)  จากการกระจายตัวของแรงเฉือนดังแสดงในรูปที่ 10(ค) พบว่าแรง
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เฉือน (�̂�) จะมีค่าเท่ากับศูนย์ที่กึ่งกลางคาน (ที่ �̂�=0.5) จากการกระจายตวั
ของแรงอัดตามแนวแกนดังแสดงในรูปที่ 10(ง) พบว่าแรงในแนวแกนสูงสุด
เป็นแรงอัดที่บริเวณกึ่งกลางคาน และเมื่อแรงอัดที่จุดรองรับ �̂�𝐵  เพิ่มขึ้นท า
ให้แรงในแนวแกนสูงสุดเปลี่ยนเป็นแรงดึงที่บริเวณจุดรองรับทั้งสองด้าน
ของคาน (�̂�𝐵=100) ทั้งนี้ผลวิเคราะห์เชิงตัวเลขของคานภายใต้แรงอัด �̂�𝐵 
เท่ากับ 10 15 20 40 และ 100 เมื่อน้ าหนักคาน (�̂�) เท่ากับ 6  ได้ถูก
น าเสนอในตารางที่ 3 
 
ตารางท่ี 3 ผลค าตอบเชิงตัวเลขภายใต้แรงอัดที่จุดรองรับ (�̂�𝐵) เท่ากับ 10 15 
20 40 และ 100 เมื่อ �̂� เท่ากับ 6 

BP̂   BA   maxŷ  Δ  maxM̂  maxV̂  maxT̂  
10 1.09 0.3 0.28 3.51 10.27 1.96 

15 1.75 0.4 0.66 6.04 15.36 -5.97 

20 2.14 0.4 0.91 7.86 20.75 -13.58 

40 2.75 0.32 1.33 12.37 41.09 -38.28 

100 3.06 0.21 1.6 20.15 125.11 -99.97 

 
ตารางที่ 3 แสดงค่ามุม (𝜃𝐴(−𝜃𝐵)) ระยะการแอ่นตัวสูงสุด (�̂�𝑚𝑎𝑥 ) 

ระยะการเคลื่อนที่ของจุดรองรับเคลื่อนที่ (𝛥) โมเมนต์สูงสุด  (�̂�𝑚𝑎𝑥 ) แรง
เฉือนสูงสุด (�̂�𝑚𝑎𝑥 ) และแรงในแนวแกนสูงสุด (�̂�𝑚𝑎𝑥 ) พบว่า ผลจาก
แรงอัดที่ กระท าที่ จุดรองรับ  ในช่วงที่  �̂�𝐵 เท่ ากับ  10 15 และ 20 
ค่าพารามิเตอร์ต่างๆ มีค่าเพิ่มขึ้นตามแรงอัดที่กระท า แต่เมื่อแรงอัดที่จุด
รองรับ ในช่วงที่ �̂�𝐵 เท่ากับ 40 และ 100 ค่ามุมที่จุดรองรับ และระยะ
การแอ่นตัวสูงสุด (�̂�𝑚𝑎𝑥 ) มีค่าลดลง หรือเกิดการสูญเสียเสถียรภาพของ
คานขึ้น 

 
5. สรุป 

งานวิจัยนี้ได้ศึกษาและวิเคราะห์การแอ่นตัวมากของคานที่มีจุดรองรับ
เคลื่อนที่ได้อิสระในแนวราบภายใต้แรงอัดที่จุดรองรับ  แบบจ าลองทาง
คณิตศาสตร์ของคานได้รับการพัฒนาโดยอาศัยหลักการงานและพลังงาน
เสมือน จากนั้นประยุกต์ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการหาผลค าตอบ
เชิงตัวเลขของปัญหา จากผลเฉลยเชิงตัวเลขที่ได้จากวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์
พบว่ามีความสอดคล้องกับผลที่ได้จากวิธียิงเป้าที่ได้รับการน าเสนอใน
งานวิจัยในอดีต นอกจากนั้นยังพบว่าน้ าหนักคานและแรงอัดที่จุดรองรับมี
ผลต่อพฤติกรรมการแอ่นตัวมากของคาน ซ่ึงท าให้จุดรองรับเคลื่อนที่เพิ่ม
มากขึ้นและท าให้คานเกิดการแอ่นตัวมาก ตลอดจนท าให้แรงภายในได้แก่ 
โมเมนต์ดัด แรงเฉือนและแรงตามแนวแกนเพิ่มขึ้น ทั้งนี้โมเมนต์ดัดจะมีค่า
มากที่สุดที่บริเวณกึ่งกลางคาน ส่วนแรงเฉือนจะมีค่ามากที่สุดบริเวณจุด
รองรับ แรงตามแนวแกนเป็นแรงอัดและมีค่ามากที่สุดบริเวณกึ่งกลางคาน 
อย่างไรก็ดี หากแรงอัดที่จุดรองรับเพิ่มมากขึ้นจะท าให้จุดรองรับด้านขวา
เคลื่อนที่ผ่านจุดรองรับด้านซ้าย แรงตามแนวแกนบริเวณจุดรองรับทั้งสอง
ด้านจะเปลี่ยนจากแรงอัดเป็นแรงดึง  
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