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บทคัดย่อ 

การขนส่งสินค้าปัจจุบันนี้มีความต้องการเพิ่มขึ้นเป็นอย่างมากเนื่องจากการมาของระบบการซื้อขายผ่านอินเตอร์เน็ตทำให้หลายบริษัทได้
พัฒนาการขนส่งรูปแบบต่าง ๆ เพื่อตอบสนองตลาดและลดต้นทุน หนึ่งในนั้นคือการใช้โดรนไร้ผู้บังคับร่วมกับยานพาหนะอื่นเช่นรถบรรทุก โดยโด
รนสามารถออกจากทั้งคลังสินค้าหรือจากรถบรรทุกเพื่อไปส่งสินค้าแล้วกลับมาที่ฐานพัก เพื่อรอรถบรรทุกมารับกลับหรือบินกลับคลังสินค้าเอง 
ปัญหาการจัดเส้นทางของยานพาหนะร่วมกับโดรน (Vehicle Routing Problem with Drone) ที่ศึกษาเป็นปัญหาการจัดเส้นทางการส่งสินค้าของ
รถบรรทุกและโดรนไปพร้อม ๆ กัน ซึ่งเป็นปัญหาที่มีขนาดใหญ่มากจึงไม่สามารถใช้วิธีการแก้ปัญหาแบบทั่วไปได้ งานวิจัยนี้ได้พัฒนาเทคนิคการ
ผ่อนปรนปัญหาแบบลากรานจ์ (Lagrangian Relaxation) เพ่ือนำมาใช้ควบคู่กับเทคนิค Branch-and-Price ในการคำนวนขอบเขตล่างของคำตอบ
ในแต่ละขั้นของ Branch-and-Price ซึ่งขอบเขตล่างของลากรานจ์นั้นจะมีค่าใกล้คำตอบมากกว่าคำตอบจาก Column Generation ในขั้นนั้น 
ส่งผลให้เวลาที่ใช้ในการหาคำตอบลดลง 
คำสำคัญ: การผ่อนปรนปัญหาแบบลากรานจ์, Branch-and-Price, ปัญหาการจัดเส้นทางของยานพาหนะร่วมกับโดรน 

Abstract 

Nowadays, e-commerce increases parcels transportation demand year by year. Many companies are seeking the way to 
improve performance of delivery service and cost efficiency. One among many solutions is using a drone attached with a 
truck for the last mile delivery. Drone can be launched from either depot or truck and returned to the depot or wait for the 
truck to take them back from the docking station around delivery area. The vehicle routing problem with drone considers 
truck- and drone-route simultaneously. It is an enormous problem that cannot be solved by normal linear programming 
method. This research proposes the Lagrangian relaxation technique, in conjunction with the Branch-and-Price technique, to 
estimate the lower bound of the solution in each iteration of the Branch-and-Price. The lower bound from the Lagrangian 
relaxation is tighter than the solution from the Column generation which can improve the total solution time. 
Keywords: Lagrangian relaxation, Branch-and-Price, Vehicle Routing Problem with Drones 

 
1. บทนำ 

จาก“The Last-Mile Delivery Challenge” [1] ล ู กค ้ า ใ ห้
ความสำคัญกับความเร็วในการจัดส่งเนื่องจากคำสั่งซื้อของพวกเขา
มักจะเป็นอาหารสดหรือของจากร้านค้าปลีก ที่จำเป็นต้องถูกส่งใน
วันเดียวกันมากขึ้น นับเป็นความท้าทายที่ยิ่งใหญ่สำหรับบริษัทจัดส่ง
ในการรักษาคุณภาพการบริการ (เช่นเวลารอของลูกค้า) ซึ่งส่งผล
โดยตรงต่อความเชื่อมั่นของลูกค้า แต่ในขณะเดียวกันการส่งสินค้าที่
เพิ ่มขึ ้นจะทำให้กำไรลดลง 26% ใน 3 ปี จากการที่จัดส่งระยะ
สุดท้าย (Last-mile delivery) มีค่าใช้จ่ายสูงถึง 50% ของค่าจัดส่ง
ทั ้งหมด ผู ้ให้บริการขนส่งจึงมีแนวคิดมากมายเพื ่อช่วยในการ
ให้บริการเช่น Drop-shipping, Drop-off lockers, Autonomous 
Vehicles และDrones [2] 

ในปี 2013 Jeff Bezos ประกาศว่า Amazon กำลังพัฒนา

อากาศยานไร้คนขับหรือ Drone สำหรับการจัดส่งสินค้าขนาดเล็ก
เรียกว่า “Amazon Prime Air” อย่างน้อย 86% ของน้ำหนักสนิค้า
ที่จัดส่งนั้นน้ำหนักต่ำกว่า 5 ปอนด์ซึ่งเป็นน้ำหนักบรรทุกที่จำกัด 
ของโดรน ทำให้จะใช้เวลาเพียง 30 นาทีใน Last-mile delivery 
[3] และในปี 2559 Amazon ประสบความสำเร็จในเท่ียวบินส่งมอบ
ครั้งแรกในชานเมืองเคมบริดจ์สหราชอาณาจักร หลังจากนั้นทำให้
บริษัทค้าปลีกและโลจิสติกส์หลายแห่งหันมาสนใจเทคโนโลยีนี้ หรือ
แม้แต่บริษัท Alphabet Inc. ซึ ่งเป็นบริษัทแม่ของ Google ก็ยัง
พัฒนาโครงการโดรนที่เรียกว่า Wing  

ในภูมิภาคเอเชีย บริษัท Rakuten และ JD.com ซึ่งเป็นบริษัท
ค้าปลีกของประเทศญี่ปุ่นและประเทศจีนได้ร่วมมือกันเริ่มโครงการ
โดรนในปี 2558 Rakuten เปิดตัว “Sora Raku” บริการจัดส่ง
อุปกรณ์กอล์ฟในสนามด้วยโดรน [4, 5] 



การประชุมวิชาการวิศวกรรมโยธาแห่งชาติ คร้ังที่ 26  The 26th National Convention on Civil Engineering 
วันที่ 23-25 มิถุนายน 2564, การประชุมรูปแบบออนไลน์  23-25 June 2021, Online Conference 

 

TRL-24-2 

ข้อดีของการใช้โดรนคือสามารถเข้าถึงได้ทุกที่โดยไม่ต้องกังวล
ถ ึงความแออ ัดบนท ้องถนน  เส ้นทางตรงของโดรนสามารถ
ประหยัดเวลาได้มากเมื่อเทียบกับการเดินทางไปตามถนนที่คับคั่ง 
อย่างไรก็ตาม ข้อจำกัดหลักของประการหลักคือระยะเวลาและ
ความเร็วในการบินถูกจำกัดโดยแบตเตอร่ี ประการที่สองคือน้ำหนัก
และขนาดที่บรรทุก และประการสุดท้ายคือสภาพอากาศ 

การศ ึกษาในด ้านการว ิจ ัยดำเน ินการหร ือ  Operation 
Research นั ้นมีแบบจำลองทางคณิตศาสตร์และวิธ ีการในการ
แก้ปัญหาการกำหนดเส้นทางของรถบรรทุก-โดรนจำนวนมาก ซึ่ง
แบบจำลองเชิงเส้น (Linear Programing) ที่นำเสนอสามารถแบ่ง 
ออกเป็น 2 ประเภท ได้แก่ Arc-based model โดยมีเส ้นทาง
ระหว ่ า ง  Node เป ็นต ั วแปร  และ  Path-based model เป็น
แบบจำลองที่ดัดแปลงจาก Arc-based model โดยตัวแปรคือ Arc 
ต่อกันเป็นเส้นทาง ผลลัพธ์ที่ได้คือ Constraints ที่ซับซ้อนจะถูกใช้
ในขั้นตอนสร้างตัวแปร 

สามารถใช้วิธีการแบบ  Simplex แก้ปัญหานี้ได้แต่จะเปลือง
ทรัพยากรคอมพิวเตอร์เนื่องจากมีตัวแปรจำนวนมาก งานวิจัยหลาย
ช ิ ้นจ ึงใช ้ เทคน ิค  Column Generation มาช ่วยจ ัดการ [6, 7] 
อย่างไรก็ตามการที ่จะได ้มาซึ ่งคำตอบที ่ เป ็นจำนวนเต ็มนั้น
จำเป็นต้องใช้เทคนิค Branch-and-Price [8] เป็นการทำงานร่วมกัน
ระหว่าง Column Generation และ Branch-and-Bound [9] 

ข ้อ เส ียท ี ่ สำค ัญของ  Branch-and-Price ค ือ  การย ืนยัน 
Optimal solution ที่ช้า เนื ่องจากการแตก Branch จำนวนมาก
Lagrangian Relaxation สามารถคำนวนค่าที่ใกล้เคียง Optimal 
solution ของ Node ปัจจุบันของ Branch-and-Price ได้ ถ้าหาก
ค่านั้นมากกว่าหรือเท่ากับ Incumbent solution Node นั้นจะถูก
หยุด [10] 

งานว ิจ ัยน ี ้มีว ัตถ ุประสงค์ เพ ื ่อศ ึกษาการใช้ Lagrangian 
relaxation สำหรับเพิ่มความเร็วของ Branch-and-Price สำหรับ 
Tour-Based model of Vehicle Routing Problem with 
Drones 

2. งานวิจัยที่เก่ียวข้อง 

2.1. TRAVELLING SALESMAN PROBLEM WITH 
DRONES AND VEHICLE ROUTING PROBLEM 
WITH DRONES 

Travelling salesman problem ( TSP) ค ื อ ป ั ญ ห า ข อ ง
พนักงานขายที่เดินทางไปยังกลุ่มลูกค้าที่กำหนดโดยใช้ระยะทางที่
สั ้นที ่สุดในขณะที่ Vehicle routing problem (VRP) กำหนดให้
ลูกค้าจำนวนหนึ่ง แล้วจัดเส้นทางการเดินรถเพื่อลูกค้าจะได้รับ
บริการในแต่ละเส้นทางตามความต้องการ ทั้งหมดต้องไม่เกินขีด 
จำกัด ความจุของรถ มีวัตถุประสงค์เพื่อลดต้นทุนรวมในการจัดส่ง

ให้น้อยที่สุด 
มีงานวิจัยมากกว่าหลายพันฉบับที่นำเสนอวิธีการแก้ปัญหาน้ี

โดยอัลกอริทึมที่ให้คำตอบที่ Exact solution และแบบ Heuristic 
ที่ให้คำตอบท่ีใกล้เคียง Optimal [11] 

ปัญหาการกำหนดเส้นทางยานพาหนะกับโดรน หรือ Vehicle 
routing problem with drone (VRPD) เป็นหนึ่งในส่วนขยายของ 
VRP ซึ่งมีความซับซ้อนมากขึ้น งานวิจัยฉบับแรกเก่ียวกับปัญหาน้ีมา
ค ื อ  “The flying sidekick traveling salesman problems” 
(FSTSP) [12] ซึ่งเป็นส่วนขยายของ TSP มุ่งเน้นเฉพาะการทำงาน
ของรถบรรทุกคันเดียวที่ติดกับโดรนตัวเดียว ฟังก์ชันวัตถุประสงค์
ของคือทำให้เวลาที ่ยานพาหนะสุดท้ายน้อยที ่สุด (ไม่ว่าจะเป็น
รถบรรทุกหรือโดรน) โดยมีฟังก์ชันข้อจำกัดคือ การกำจัดทัวร์ย่อย, 
การไปหาลูกค้าได้เพียงครั ้งเดียว, การปล่อย/รับของโดรนและ 
ระยะทางที่บินได้ของโดรน  

TSP เป็นปัญหาแบบ NP-hard [13] ดังนั้นจึงสามารถสรุปได้ว่า 
FSTSP เป็นปัญหา NP-hard เช่นกัน Heuristic algorithm จึงถูก
พัฒนาขึ้นเพื่อแก้ปัญหา คำตอบถูกเปรียบเทียบกับ คำตอบจากการ
ใช้ซอฟต์แวร ์แก ้ป ัญหา Mixed Integer Program, คำตอบจาก 
Nearest neighbor algorithm แ ล ะ ค ำ ต อ บ จ า ก  Sweep 
algorithm ได้คุณภาพคำตอบท่ีดีกว่า Algorithm อ่ืน ๆ 

ในปี 2562 [14] mTSPD ได้เพิ่มฟังก์ชันข้อจำกัดให้กับ FSTSP 
เพื่อให้โดรนสามารถโต้ตอบกับรถบรรทุกมากกว่าหนึ่งคัน แก้ปัญหา
โดยเร ิ ่มจากการใช้ Genetic algorithm, K-mean clustering / 
Nearest neighbor และ Random cluster ในการสร ้าง mTSP 
tour จากนั้นใช้ Adaptive insertion heuristic ในการหาคำตอบ 
ผลการคำนวณพบว่า Genetic algorithm ให้คุณภาพของคำตอบ
ได้ดีที่สุด นอกจากนี้การปรับจำนวนรถบรรทุกต่อการจัดส่งทำให้
ได้ผลคือยิ่งจำนวณรถบรรทุกมาก จะใช้เวลาในกระบวนการจัดส่ง
น้อยลง แต่ก็ต้องแลกกับเวลาในการประมวลผลที่มากขึ้น  

ผู ้วิจัยได้ปรับปรุง mTSPD เรียกว่า Two Echelon Vehicle 
Routing Problem with Drone [14] ง านว ิ จ ั ยน ี ้ ไ ด ้ เ พ ิ ่ ม ก าร
พ ิจารณาความจ ุของยานพาหนะและโดรนสามารถบรรทุก 
กำหนดให้สามารถบริการลูกค้าได้มากกว่าหนึ่งราย เพื่อแก้ปัญหา
ขนาดใหญ่น ี ้  Drone Truck Route Construction (DTRC) และ 
Large Neighborhood Search (LNS) ถูกนำมาใช้ 

VRPD [15] เป็นแบบจำลองที ่สมจริงมากขึ ้นโดยโดรนไม่
สามารถกลับไปท่ีรถบรรทุกผ่าน Node ของลูกค้าได้ต้องเป็น Node 
เชื่อมต่อหรือโกดังสินค้า (Depot) เท่านั้น  

Arc-based model ถูกนำเสนอขึ้นเพื่ออธิบายความซับซ้อน
ของปัญหา จากน้ันได ้เสนอ Path-based model โดยมีความ
แตกต่าง คือ ตัวแปรของ Path-based model เป ็นเส ้นทางท่ี
สมบูรณ์ที่เป็นไปได้ของยานพาหนะแต่ละชนิด โดยสร้างจากการใช้
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เงื่อนไขเดียวกันกับฟังก์ชันข้อจำกัดของ Arc-Based model ดังนั้น
ในแบบจำลองจึงมีฟังก์ชันข้อจำกัดเพียงส่ีฟังก์ชันเท่านั้น  

เนื ่องจาก Path-based model  เป็นแบบจำลองที ่ม ีความ
ซับซ้อนน้อยแต่มีปริมาณตัวแปรมหาศาล ผู ้ว ิจ ัยจึงใช้เทคนิค 
Column generation และ Branch-and-Price Framework เพ่ือ
แก้ปัญหาดังกล่าว ใช้เวลาสูงสุดประมาณ 4 ชั ่วโมงครึ ่งสำหรับ
ตัวอย่าง 15 Node สามารถประหยัดค่าจัดส่งได้ 20% โดยเฉลี่ยเมื่อ
เทียบกับการไม่ใช้โดรน 

2.2. COLUMN GENERATION AND LAGRANGIAN 
RELAXATION 

Column generation [16, 17] วิธ ีนี้ถ ูกเสนอเพื ่อแก้ปัญหา 
Linear relaxation of cutting stock problem ซึ ่งเป็นปัญหาใน
การตัดชิ ้นส่วนเป็นความยาวที่ต้องการ ตัวอย่างเช่นมีไม้ยาว 13 
เมตร ต้องการตัดให้เป็น 3 เมตร 5 เมตรและ 7 เมตรในจำนวนท่ี
กำหนด ตัวแปรคือรูปแบบของการตัด (เช่น 4 ชิ้น 3 เมตร, 2 ชิ้น 5 
เมตร หรือ 5 ชิ้น 7 เมตร) จำนวนตัวแปรที่ได้จากการจัดกลุ ่มที่
เป็นไปได้ทั ้งหมดนั ้นมีจำนวนมากและไม่มีประสิทธิภาพในการ
แก้ปัญหา 

Column generation เริ ่มด้วยการแยกปัญหาหลักออกเป็น
Restricted master problem (RMP) และ Pricing sub-problem 
โดยที่ RMP เป็นแบบจำลองที่เหมือนกับปัญหาตั้งต้นแต่มีจำนวนตัว
แปรที่ถูกตัดทอนลง และในส่วน Pricing sub-problem เป็นการ
คำนวณหาตัวแปรใหม่ที่มี Reduced cost เป็นลบ (ในปัญหาแบบ 
Minimization) ในกรณีของ the cutting stock problem Pricing 
sub-problem ค ื อ  the knapsack problem ก ร ะบวนก า รมี
ดังต่อไปนี้: 1) เริ ่มต้น RMP ด้วยตัวแปรจำนวนหนึ่ง 2) แก้ RMP 
และรับค่า duals สำหรับ Pricing sub-problem 3) แก้ไขปัญหา
ย่อย คำตอบท่ีได้จะเป็นตัวแปรใหม่ (Column) ของ RMP ในกรณีที่ 
Reduced cost เป็นลบ 4) หากพบ Column ที่มี Reduced cost 
เป็นลบให้เพิ ่มคอลัมน์ลงใน RMP และทำซ้ำขั ้นตอนท่ี 2 และ 3 
จนกว่าจะไม่พบ Column ที่มี Reduced cost เป็นลบ และคำตอบ
ที่ได้จาก RMP สุดท้ายนั้นคือคำตอบที่ดีที่สุด 

ใน Lagrangian relaxation ฟังก์ชันข้อจำกัดจะถูกย้ายไปใส่ไว้
ในฟังก์ชันวัตถุประสงค์โดยมีเวกเตอร์ μ (Lagrangian multiplier) 
เป็นสัมประสิทธิ์  

ค ่า  Objective value ของ  Lagrangian relaxation จะเป็น
ขอบเขตล่างของปัญหาดั้งเดิม (Master problem) วิธีนี ้สามารถ
เพิ่มความเร็วในการสร้าง Column หรือสามารถสร้าง Column  
ขึ้นมาได้ [18] 

3. การดำเนินการวิจัย 

3.1. นิยามปัญหา 

3.1.1. แบบจำลองการจัดการเส้นทางยานพาหนะ
ร่วมกับโดรน (ARC-BASED/PATH-BASED) 

แบบจำลองการจัดการเส้นทางยานพาหนะเป็นปัญหาเครือข่าย
การไหลของยานพาหนะที ่กำหนดเป็นกราฟ 𝐺 ൌ ሺ𝑁, 𝐴ሻ ใน
เครือข่ายประกอบด้วย Node 𝑁 ൌ ሼ�1, �2, … ,��ሽ และ Arc 
𝐴 ൌ ሼሺ𝑖, 𝑗ሻ|𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 𝑖 ് 𝑗 ሽ ที่เป็นเส้นทางของยานพาหนะ 
แต่ละ Arc มีต้นทุนการเดินทางซึ ่งอาจเป็นระยะทางหรือเวลา
เดินทางหรือค่าเดินทาง สิ ่งเหล่านี ้แสดงด้วยเมทริกซ์สมมาตร 
� ൌ ሺ���ሻ ฟังก์ชันข้อจำกัดที่สำคัญมีดังต่อไปนี้ 1) สามารถไป
แต่ละ Node ของลูกค้าเพียงครั ้งเดียว และต้องตอบสนองความ
ต้องการของลูกค้า 2) เส้นทางรถทั ้งหมดเริ ่มต้นและสิ ้นสุดที่
คลังสินค้า 3) รถแต่ละคันมีความจุที่จำกัด 

VRPD สามารถกำหนดให้เป็นกราฟ G เหมือนกับ VRP โดยเซต
ของ Node จะมีฮับเชื่อมต่อ � ൌ ሼ�1, �2, … ,��ሽ ถูกรวมอยู่
ใน ฮับเชื่อมต่อมีไว้สำหรับการลงจอดของโดรนและรถบรรทุกต้อง
รวบรวมโดรนกลับไปที่คลังหรือปล่อยโดรนตัวใหม่เพื่อไปส่งสินค้า 
ซึ่งทั้งรถและโดรนขีดจำกัดของความจุ แต่โดรนจะมีระยะเวลาบิน
สูงสุดเป็นข้อจำกัดด้วย [15] 

ยานพาหนะทั้งหมดจะต้องเริ่มต้นและสิ้นสุดที่คลังสินค้า โดรน
สามารถให้บริการลูกค้าในระยะที่อยู ่รอบ ๆ คลังในระยะบินได้ 
สำหรับลูกค้าที่เหลือ รถบรรทุกจะออกจากคลังและให้บริการด้วย
ตัวเองหรือปล่อยโดรนและให้บริการ เมื่อโดรนเสร็จส้ินการทำงานโด
รนจะลงจอดที่ฮับเชื่อมต่อและถูกเก็บโดยรถบรรทุก อย่างไรก็ตาม
รถบรรทุกสามารถปล่อยโดรนสำรองได้หากโดรนที่พวกเขาปล่อย
ก ่อนจะลงจอดหลังจากที ่รถบรรทุกมาถ ึงฮ ับเช ื ่อมต ่อ  โดย
ตั้งสมมติฐานว่าเวลาของการเปลี่ยนแบตเตอรี่และการโหลดพัสดุไป
ยังโดรนน้ันไม่นำมาพิจารณา 

ตามที่กล่าวไว้ในบทที่ 2 โมเดลนี้เป็นแบบ NP-Hard ในการ
แ ก ้ ป ั ญ ห า น ี ้ ก ั บ ล ู ก ค ้ า จ ำ น ว น ม า ก จ ำ เ ป ็ น ต ้ อ ง ใ ช้
ทรัพยากรคอมพิวเตอร์จำนวนมาก เนื่องจากฟังก์ชันข้อกำหนดมี
สมบัติ Weak linear relaxation 

เพื ่อให้ได้ประสิทธิภาพที ่ดีขึ ้นจึงได้ปรับรูปแบบเป็นPath-
based model ที่ต ัวแปรม ีสองประเภท :  1) Truck path เป็น
เส้นทางที่สมบูรณ์จากคลังสินค้าไปยังลูกค้า และ/หรือ ไปยังฮับ
เชื ่อมต่อจากนั ้นกลับไปที ่คลัง 2) Drone path เช่นเดียวกันกับ 
Truck path แต่  Drone สามารถเดินทางด้วยตัวเองหรือติดไปกับ
รถบรรทุกได้ ซึ่งคำตอบที่ดีที่สุดคือการผสมผสานระหว่างเส้นทาง
บรรทุกและเส้นทางโดรนท่ีมีต้นทุนรวมต่ำที่สุด 

ลักษณะเฉพาะของแบบจำลองเส้นทางคือตัวแปร (Column) 
จำนวนมาก จำเป็นต้องใช้Column generation และ Branch-
and-Price [8] เพื ่อลดการสร้างตัวแปรที ่ไม่จำเป็นละเพื ่อให้ได้
คำตอบท่ีเป็นจำนวนเต็ม 
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3.1.2. แบบจำลองการจัดการเส้นทางยานพาหนะ
ร่วมกับโดรน (TOUR-BASED) 

จาก [19] ได้เสนอแบบจำลอง Tour-Based ซึ่งพัฒนามาจาก
แบบจำลอง Path-Based [15] ตัวแปรแต่ละตัวแสดงถึงเส้นทางที่
เป็นไปได้ของรถบรรทุกและโดรนเริ่มจากคลังไปยังลูกค้าทั้งหมด
และกลับไปที่คลังอีกครั้ง ตามวิธีการนี้ VRPD เปลี่ยนเป็นปัญหา
แบบ Set covering [20] จำนวนตัวแปรของแบบจำลองน้ีมีมากกว่า 
Arc-based และ  Path-based model อย ่ างมาก  แต่ฟ ั งก ์ชัน
ข้อกำหนดมีคุณสมบัติ Tight linear relaxation ซึ่งเป็นประโยชน์
ใน Branch-and-Bound tree 

สมมติฐานของแบบจำลองมีดังต่อไปน้ี 
1. โดรนสามารถดำเนินการจัดส่งได้เพียงรอบเดียวต่อทัวร์ 
2. จำนวนรถบรรทุกสูงสุดต่อทัวร์คือ 2 คัน 
3. โดรนสามารถลงจอดบนฮับเชื่อมต่อหรือคลังสินค้าเท่านั้น 
4. ไม่พิจารณาเวลาในการชาร์จและเปล่ียนแบตเตอร่ีของโดรน 
5. โดรนสามารถออกจากคลังสินค้าหรือจากรถบรรทุกที่ Node 

ใดก็ได้ หลังจากเสร็จสินการจัดส่ง โดรนสามารถบินกลับไปที่
คลังสินค้าหรือลงจอดบนฮับเชื่อมต่อได้ 

6. ทัวร์จะต้องไม่ละเมิดเงื่อนไขความจุของยานพาหนะทั้งสอง
และขีดจำกัดระยะทางสูงสุดของโดรน 

3.2. แบบจำลองทางคณิตศาสตร ์

กำหนดให้กราฟ  𝐺 ൌ ሺ𝑁, 𝐴ሻ ให้ 𝑁 เป็นเซตของ Node   
คลังสินค้า 𝑜௦ และ 𝑜௧ สำหรับจุดเร่ิมและจุดส้ินสุดของทัวร์
ตามลำดับNode ฮับเชื่อมต่อ 𝑂 ൌ ሼ𝑜ଵ, 𝑜ଶ … , 𝑜௠ሽ  และ Node 
ลูกค้า 𝐶 ൌ ሼ𝑐ଵ, 𝑐ଶ, … , 𝑐௡ሽ  กำหนดให้ 𝐴 ൌ ሼሺ𝑖, 𝑗ሻ|𝑖, 𝑗 ∈

𝑁, 𝑖 ് 𝑗 ሽ  เป็นเซตของ 𝑎𝑟𝑐ሺ𝑖, 𝑗ሻ  แทนเส้นทางของยานพาหนะ
จากNode 𝑖 ไปยัง Node 𝑗  

ให้ 𝑅௖ เป็นเซตของทัวร์ที่เป็นไปได้ทั้งหมดของรถบรรทุกและ
โดรน ให้ 𝛿௜

௥  เป็น 1 ถ้า 𝑟 ∈ 𝑅௖   มียานพาหนะใด ๆ ไปที่ Node 
𝑖 ∈ 𝐶 และเป็น 0 หากตรงกันข้าม ให้ �� เป็นคา่ขนส่งของทัวร์ r  

ให้ 𝐹்  เป็นต้นทุนขนส่งของรถบรรทุกและจำนวนรถบรรทุก
และ 𝐾, 𝑘௥

்  แทนจำนวนรถบรรทุกที่สามารถใช้ได้ทั้งหมดและ
จำนวนรถบรรทุกที่ใช้ในทัวร์ตามลำดับ สุดให้ 𝑥௥ เป็นตัวแปรไบนาร่ี
แทนการเลือกทัวร์ 𝑟 ∈ 𝑅௖ 

min ∑ ሺ𝑐௥ ൅ 𝐹்ሻ௥∈ோ೎ 𝑥௥   (1) 

s. t.  ∑ 𝛿௜
௥

௥∈ோ೎ 𝑥௥ ൌ 1; ∀𝑖 ∈ 𝐶   (2) 

∑ 𝑘௥
்𝑥௥௥∈ோ೎ ൑ |𝐾|    (3)  

𝑥௥ ∈ ሼ0,1ሽ, ∀𝑟 ∈ 𝑅௖     (4)  

ฟังก์ชันวัตถุประสงค์ (1) เป็น Minimization เพ่ือหาต้นทุน

รวมท่ีน้อยที่สุด ฟังก์ชันข้อจำกัด (2) กำหนดให้ลูกค้าทุกคนได้รับ
บริการเพียงคร้ังเดียว และฟังก์ชันข้อจำกัด (3) คือจำนวนรถบรรทุก
ที่ใช้ 

3.3. COLUMN GENARATION และ BRANCH-AND-
PRICE 

จาก [19] กำหนดให้ 𝐺෨ ൌ ሺ𝑁, 𝐴ሻ ให้ 𝑁 เป ็นเซตของ 
Node คล ั งส ินค ้ า  Node ฮ ับ เช ื ่ อมต ่อ  𝑂 และ  Node ล ูกค้ า 
𝐶 Node ซึ่งมี 3  เลเยอร์ได้แก่ เลเยอร์ของลูกค้าที่รับของจากหนึ่ง
ใน 2 รถบรรท ุกหร ือโดรน โดย 𝑇ଵ ൌ ሼ𝑐ଵ, 𝑐ଶ, … , 𝑐௡ሽ และ 
𝑇ଶ ൌ ሼ𝑐ଵ, 𝑐ଶ, … , 𝑐௡ሽ ถูกกำหนดเป็นเซตของ Node ลูกค้าที่
ให ้บร ิการโดยรถบรรท ุกค ันแรกและค ันท ี ่ สองและ  � ൌ

ሼ𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛ሽ กำหนดเป็นเซตของ Node ลูกค้าที ่ให้บริการ
โดยโดรน  

Node ฮับเชื่อมต่อและคลังสินค้านิยามเช่นเดียวกันกับ Mater 
problem กำหนดให้ 𝐴ሼሺ௜,௝ሻሽ มี 3 เลเยอร์ ได ้แก่ arc บรรทุก  
𝑎ሺ௜,௝ሻ

೙் : 𝑛 ∈ ሼ1,2ሽ และ Arc โดรน 𝑎ሺ௜,௝ሻ
஽   Arc ของรถบรรทุกแต่

ละเลเยอร์แสดงถึง Arc ที่เดินทางโดยรถบรรทุกแต่ละคันที่เป็นไปได้ 
𝑎ሺ௜,௝ሻ

೙்  ค ือเส ้นทางท ี ่ เป ็นไปได ้ท ั ้ งหมดของสอง  Node จาก  
ሼ𝑜௦, 𝑜௧ሽ ∪ 𝑂 ∪ 𝑇௡  โดยไม่ต้องเชื ่อมต่อระหว่างเลเยอร์ และ 
Arc ของโดรนแสดงถึง Arc ที่เดินทางโดยโดรนเอง  

จากคำจำกัดความของทัวร์ โดรนสามารถไปยัง Node ได้สาม
ประเภท ได้แก่ Node ที่ปล่อยโดรน, Node ส่งสินค้า และ Node ที่
โดรนลงจอด เน ื ่องจากโดรนสามารถออกจากรถบรรทุกหรือ
คลังสินค้าได้ด้วยตัวเอง Node เริ ่มต้น i ของ Arc โดรนอาจเป็น
Node ประเภทใดก็ได้ใน ⋃  𝑇௡ଶ

௡ୀଵ ∪ 𝐷 ∪ 𝑂 ∪ ሼ𝑜௦ሽ จากน้ัน
จึงเป็นการไปส่งของที่ Node ลูกค้า แล้วลงจอดท่ีฮับเชื่อมต่อหรือ
คลังสินค้า เนื่องจากโดรนไม่สามารถลงจอดบน Node ของลูกค้า 
ปลายทางของโดรน j อาจเป็น ሺ𝐷 ∪ 𝑂 ∪ ሼ𝑜௧ሽሻ แต่ไม่ใช่ 𝑇௡ 

ดังนั้นเซตของ Arc รถบรรทุกและ Arc ของโดรนที่เป็นไปได้ทั้งหมด
จะสามารถกำหนดได้จาก 𝐴 ೙் คือเซตของ Arc ที่เป็นไปได้ทั้งหมด
สำหรับรถบรรทุก 𝑛௧௛  𝐴்คือเซตของ Arc รถบรรทุกที่เป็นไปได้
ทั้งหมด 𝐴஽ คือเซตของ Arc โดรนที่เป็นไปได้ทั้งหมด 

 

𝐴 ೙் ൌ ሼሺ𝑖, 𝑗ሻ|𝑖 ് 𝑗, 𝑖 ∈ 𝑇௡ ∪ 𝑂 ∪ ሼ𝑜௦ሽ, 𝑗 ∈ 𝑇௡ ∪
𝑂 ∪ ሼ𝑜௧ሽሽ ;𝑛 ∈ ሼ1,2ሽ   (5) 

𝐴் ൌ ⋃ 𝐴 ೙்ଶ
௡ୀଵ      (6) 

𝐴஽ ൌ ൛ሺ𝑖, 𝑗ሻ|𝑖 ് 𝑗, 𝑖 ∈  ⋃ 𝑇௡ଶ
௡ୀଵ ∪ 𝑂 ∪ ሼ𝑜௦ሽ, 𝑗 ∈

𝐷 ∪ 𝑂 ∪ ሼ𝑜௧ሽൟ      (7) 

ตัวแปรและพารามิเตอร์นิยามไว้ดังนี้ 
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𝑎ሺ௜,௝ሻ
்௡ : เท่ากับ 1 ถ้ารถบรรทุกผ่านArc ሺ𝑖, 𝑗ሻ ∈ 𝐴 ೙்  และ

เป็น 0 
𝑎ሺ௜,௝ሻ

஽ : เท่ากับ 1 ถ้าโดรนผ่านArc ሺ𝑖, 𝑗ሻ ∈ 𝐴஽ และเป็น 0 
𝜃௜ : จำนวน Arc จากNode 𝑖 ∈ 𝑁 
𝛽௜ : จำนวน Arc ไปยังNode 𝑖 ∈ 𝑁 
��
� : หน่วยน้ำหนักสะสมของรถบรรทุก 𝑛௧௛ ที่Node 𝑖 ∈

ሼ𝑜௦, 𝑜௧ሽ ∪ 𝑂 ∪ 𝑇௡ 
𝑔௜ : ระยะทางสะสมที่เดินทางโดยรถบรรทุกที่ 𝑖 ∈

ሼ𝑜௦, 𝑜௧ሽ ∪ 𝑂 ∪ 𝑇௡ 
𝑧௜ : หน่วยน้ำหนักสะสมของโดรนที่ Node 𝑖 ∈ 𝑁 
𝑣௜ : ระยะบินสะสมของโดรนท่ี Node 𝑖 ∈ 𝑁 
𝛼௜

௡ : เท่ากับ 1 ถ้ารถบรรทุกคันที่ n ผ่านNode 𝑖 ∈

ሼ𝑜௦, 𝑜௧ሽ ∪ 𝑂 ∪ 𝑇௡ และเท่ากับ 0 
𝛾௜

௡ : ตัวแปรไบนารีสำหรับ if-then constraint สำหรับ 𝑖 ∈

𝑂 ∪ 𝑇௡ 
𝑞௜ : ความต ้ อ งการของล ู กค ้ าของแต ่ ละNode 𝑖 ∈ 𝑁 

(คลังสินค้าและฮับเชื่อมต่อถูกต้ังค่าเป็น 0) 
𝑑ሺ௜,௝ሻ

் : ระยะทางของ Arc รถบรรทุก ሺ𝑖, 𝑗ሻ ∈ 𝐴 ೙் 
𝑑ሺ௜,௝ሻ

஽ : ระยะทางของ Arc โดรน ሺ𝑖, 𝑗ሻ ∈ 𝐴஽ 
𝑐ሺ௜,௝ሻ

் : ต้นทุนของ Arc รถบรรทุก ሺ𝑖, 𝑗ሻ ∈ 𝐴 ೙் 
𝑐ሺ௜,௝ሻ

஽ : ต้นทุนของ Arc โดรน ሺ𝑖, 𝑗ሻ ∈ 𝐴஽ 

𝐿௧: ความจุสำหรับรถบรรทุก 
𝐿ௗ : ความจุสำหรับโดรน 
𝐿௥ : จำนวนโดรนสูงส ุดที ่รถบรรทุกสามารถบรรทุกได้ใน

เส้นทางเดียว 
𝐷ௗ : ระยะทางบินของโดรน 
ฟังก์ชันวัตถุประสงค์ของปัญหาย่อยคือการหาเส้นทางท่ีทำให้

ได้ Reduced cost ที่น้อยที่สุด ให้ � และ � เป็นตัวแปร Dual ของ
ฟังก์ชันข้อจำกัด (2) และ (3) ตามลำดับ �� และ �� แสดงถึงดัชนี
ของ Node ลูกค้าที่รถบรรทุกและโดรนเข้าพบตามลำดับ  

ให้ 𝑐௥෥  เป็น Reduced cost ของเส้นทาง 

𝑐௥෥ ൌ 𝑐௥ െ ∑ 𝜋௜൫𝜃௜஽ ൅ ∑ 𝛼௜೅ 
௡ଶ

௡ୀଵ ൯ െ 𝜎𝑘௥
் ௜∈஼ ; 𝑟 ∈ 𝑅௖ (8)  

min 𝑐௥෥          (9) 

s.t. ∑ 𝑎ሺ௜,௝ሻ
்

ሺ௜,௝ሻ∈஺೅೙ െ ∑ 𝑎ሺ௝,௞ሻ
்

ሺ௝,௞ሻ∈஺೅೙ ൌ 0; ∀𝑗 ∈

𝑇௡ ∪ 𝑂, ∀𝑛 ∈ ሼ1,2ሽ  (10) 

𝑦௝
௡ ൒ 𝑦௜

௡ ൅ 𝑞௝𝑎ሺ௜,௝ሻ
் െ 𝑴൫1 െ 𝑎ሺ௜,௝ሻ

் ൯ ; ∀ሺ𝑖, 𝑗ሻ ∈
𝐴 ೙், ∀𝑛 ∈ ሼ1,2ሽ   (11) 

𝑔௝
௡ ൒ 𝑔௜

௡ ൅ 𝑑ሺ௜,௝ሻ
் 𝑎ሺ௜,௝ሻ

் െ 𝑴൫1 െ 𝑎ሺ௜,௝ሻ
் ൯ ; ∀ሺ𝑖, 𝑗ሻ ∈

𝐴 ೙், ∀𝑛 ∈ ሼ1,2ሽ   (12) 

𝑦௝
௡ ൑ 𝐿௧; ∀𝑖 ∈ ሼ𝑜௧ሽ ∪ 𝑇௡ ∪ 𝑂, ∀𝑛 ∈ ሼ1,2ሽ (13) 

𝜃௜ ൌ ∑ 𝑎ሺ௜,௝ሻ
்

ሺ௜,௝ሻ∈𝑨𝑻 ൅ ∑ 𝑎ሺ௜,௝ሻ
஽

ሺ௜,௝ሻ∈஺ವ ; ∀𝑖 ∈ ሼ𝑜௦ሽ ∪

⋃  𝑇௡ଶ
௡ୀଵ ∪ 𝑂 ∪ 𝐷  (14) 

𝛽௝ ൌ ∑ 𝑎ሺ௜,௝ሻ
்

ሺ௜,௝ሻ∈𝑨𝑻 ൅ ∑ 𝑎ሺ௜,௝ሻ
஽

ሺ௜,௝ሻ∈஺ವ ; ∀𝑗 ∈ ሼ𝑜௧ሽ ∪

⋃  𝑇௡ଶ
௡ୀଵ ∪ 𝑂 ∪ 𝐷  (15) 

𝛼௜
௡ ൌ ∑ 𝑎ሺ௜,௝ሻ

்
ሺ௜,௝ሻ∈஺೅೙ ; ∀𝑖 ∈ ሼ𝑜௦ሽ ∪ 𝑇௡ ∪ 𝑂, ∀𝑛 ∈
ሼ1,2ሽ    (16) 

∑ 𝑎ሺ௜,௝ሻ
்

ሺ௜,௝ሻ∈𝑨𝑻 ൒ 1; ∀𝑖 ∈ ሼ𝑜௦ሽ  (17) 

∑ 𝑎ሺ௜,௝ሻ
஽

ሺ௜,௝ሻ∈஺ವ െ ∑ 𝑎ሺ௝,௞ሻ
஽

ሺ௝,௞ሻ∈஺ವ ൌ 0; ∀𝑗 ∈ 𝐷(18) 

𝑧௝ ൒ 𝑧௜ ൅ 𝑞௝𝑎ሺ௜,௝ሻ
஽ െ 𝑴൫1 െ 𝑎ሺ௜,௝ሻ

஽ ൯ ; ∀ሺ𝑖, 𝑗ሻ ∈ 𝐴஽(19) 

𝑣௝ ൒ 𝑣௜ ൅ 𝑑ሺ௜,௝ሻ
஽ 𝑎ሺ௜,௝ሻ

஽ െ 𝑴൫1 െ 𝑎ሺ௜,௝ሻ
஽ ൯ ; ∀ሺ𝑖, 𝑗ሻ ∈ 𝐴஽

 (20) 

𝑧௜ ൑ 𝐿஽ ; ∀𝑖 ∈ 𝐷    (21) 

𝑣௜ ൑ 𝐷஽ ; ∀𝑖 ∈ 𝐷 ∪ 𝑂 ∪ ሼ𝑜௧ሽ  (22) 

𝜃௜ ൑ 1 ; ∀𝑖 ∈ 𝐷    (23) 

∑ ሺ𝜃௜ െ 𝛼௜
௡ሻ௜∈்೙ ൑ 𝐿ோ ; ∀𝑛 ∈ ሼ1,2ሽ  (24) 

∑ ሺ𝛽௜ െ ∑ 𝛼௜
௡ଶ

௡ୀଵ ሻ௜∈ை ൑ 𝐿ோ   (25) 

∑ 𝑎ሺ௜,௝ሻ
஽

ሺ௜,௝ሻ∈஺ವ ൑ 𝑴𝛼௜
௡ ; ∀𝑖 ∈ 𝑇௡, 𝑛 ∈ ሼ1,2ሽ (26) 

∑ 𝑎ሺ௜,௝ሻ
஽

ሺ௜,௝ሻ∈஺ವ ൑ 𝑴ሺ∑ 𝛼௜
௡ଶ

௡ୀଵ  ሻ ; ∀𝑖 ∈ 𝑂 (27) 

∑ 𝑎ሺ௜,௝ሻ
஽

ሺ௜,௝ሻ∈஺ವ ൑ 𝑴ሺ1 െ ∑ 𝛼௞
௡ଶ

௡ୀଵ  ሻ ; ∀ሺ𝑗, 𝑘ሻ ∈
ሼሺ𝑗, 𝑘ሻ| 𝑗 ൌ 𝑘ሽ    (28) 

∑ 𝑎ሺ௜,௝ሻ
஽

ሺ௜,௝ሻ∈஺ವ ൑ 𝑴ሺ∑ 𝛼௜
௡ଶ

௡ୀଵ  ሻ ; ∀𝑗 ∈ 𝑂 (29) 

∑ 𝑎ሺ௜,௝ሻ
஽

ሺ௜,௝ሻ∈஺ವ ൑ 𝑴ሺ1 െ 𝛾௜
௡ ሻ ; ∀𝑖 ∈ 𝑇௡ ∪ 𝑂, ∀𝑛 ∈

ሼ1,2ሽ     (30) 

𝑔௝
௡ െ 𝑔௜

௡ ൑ 𝑴𝛾௜
௡ ; ∀ሺ𝑖, 𝑗ሻ ∈ ሼሺ𝑖, 𝑗ሻ|𝑖 ് 𝑗, 𝑖 ∈ 𝑇௡ ∪

𝑂, 𝑗 ∈ 𝑂ሽ, ∀𝑛 ∈ ሼ1,2ሽ  (31) 

ฟังก์ชันข้อจำกัด (10) คือการกำหนดให้จำนวนรถบรรทุกเข้า
และออกจาก Node เท ่าก ัน ฟังก ์ช ันข ้อจำกัด (11) และ (12) 
ตอบสนองความเป็นไปได้ของความสามารถในการบรรทุกและ
ระยะทางสะสมซึ่งตัวแปรน้ำหนักสะสม 𝑦௝ และตัวแปรระยะทาง
สะสม 𝑔௝ ต้องมากกว่าหรือเท่าก ับ Node ก่อนหน้า ฟังก ์ชัน
ข้อจำกัด (13) จำกัดความจุของรถบรรทุกแต่ละคัน 

ฟังก์ช ันข้อจำกัด (14) - (16) กำหนดตัวแปร 𝜃, 𝛽 และ 𝛼 

ฟังก์ชันข้อจำกัด (17) จำกัดว่าแต่ละเส้นทางต้องปล่อยรถบรรทุก
อย่างน้อยหนึ่งคัน 
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ฟังก์ชันข้อจำกัด (18) คือการอนุรักษ์ฟังก์ชันข้อจำกัดการไหล
เพื่อให้แน่ใจว่าจำนวนโดรนเข้าและออกจาก Node เท่ากัน ฟังก์ชัน
ข้อจำกัด (19), (20) จำกัดความจุของโดรนและระยะทางการบิน
เทียบกับ Node ก่อนหน้า โดยตัวแปรน้ำหนักสะสม 𝑧௝ และตัวแปร
ระยะบินสะสม 𝑣௝ ต้องสูงกว่าหรือเท่ากับของ Node ก่อนหน้า 
ฟังก์ชันข้อจำกัด (21) จำกัดความจุของโดรนแต่ละตัว ฟังก์ชัน
ข้อจำกัด (22) จำกัดระยะทางบินของโดรนแต่ละตัว ฟังก์ชัน
ข้อจำกัด (23) กำหนดให้ลูกค้าแต่ละรายจะได้รับบริการด้วยโดรน
เพียงคร้ังเดียวและปอ้งกันไม่ให้โดรนบินไปซ้ำ ฟังก์ชันข้อจำกัด (24), 
(25) ตรวจสอบให้แน่ใจว่ารถบรรทุกไม่สามารถบรรทุกโดรนเกินกว่า
ที่จำกัดไว้ 

ฟังก์ชันข้อจำกัด (26) - (27) จำกัดความเป็นไปได้ในการออก
และลงจอดของโดรนในทัวร์ หากโดรนออกจาก Node รถบรรทุก
หรือ Node ฮับเชื ่อมต่อรถบรรทุกจะต้องไปที่ Node นั ้นด้วย 
ฟังก์ชันข้อจำกัด (28) ป้องกันไม่ให้โดรนและรถบรรทุกเข้าซ้ำ 
ฟังก์ชันข้อจำกัด (29) ช่วยให้มั ่นใจได้ว ่าโดรนบนฮับเชื ่อมต่อ
จำเป็นต้องมีรถบรรทุกอยู่ด้วย ฟังก์ชันข้อจำกัด (30), (31) ป้องกัน
ไม่ให้เกิดการเดินทางที่ไม่สามารถทำได้ โดยโดรนลงจอดบนฮับ
เชื่อมต่อที่รถบรรทุกขับผ่านไปแล้ว Node ที่โดรนออกจากต้องมี
ระยะทางสะสมของรถบรรทุกน้อยกว่าหรือเท่ากับระยะทางสะสม
ของรถบรรทุกใน Node ฮับเชื่อมต่อ 

เพื่อให้ได้คำตอบเป็นจำนวนเต็ม จำเป็นต้องใช้ Branch-and-
Price Framework ดังแสดงไว้ในรูปที่ 1 

ในรูปที่ 1 Zn คือคำตอบของ Node และ Zinc เป็นคำตอบที่ดี
ที่สุดที่พบในปัจจุบัน โดยเร่ิมแรก Zinc มีค่าเป็นอนันต์ 

Branching rule ถูกนำเสนอโดย [21] จากนั้น [8] นำมาใช้ใน 
Branch-and-Price คำตอบที ่ไม่เป็นจำนวนเต็มจะถูกแปลงเป็น 
Arc-based model จากนั้นจึงระบุ Arc ที่ไม่เป็นจำนวนเต็มจาก
ฟังก์ชันข้อจำกัด แล้วจึง Branch โดยบังคับให้ Flow ใน Arc นั้น
เป็น 0 หรือ 1 

 Lagrangian relaxation ใช้เพ่ือลดการเกิด Tailing-off effect 
จาก Column generation โดยการสร้างขอบเขตล่าง (หรือขอบเขต
บนในกรณีของ Maximization) อ้างอิงจากทฤษฎีบทต่อไปน้ี [22] 

พิจารณาแบบจำลองเชิงเส้นต่อไปน้ี: 
 

 
รูปที่ 1 Branch-and-Price with Lagrangian relaxation  

𝑧∗ ൌ min 𝑐𝑥    (32) 

𝑠. 𝑡.    𝐴𝑥 ൌ 𝑏    (33) 

          𝑥 𝜖 𝑋    (34)  

“ทฤษฎีบท  1 (Lagrangian Bounding Principle)  สำห รับ
เวกเตอร์  μ ของต ัวค ูณ  Lagrangian ค ่า  Lሺμሻ ของฟ ั งก ์ชัน 
Lagrangian คือขอบเขตล่างของค่าฟังก์ชันวัตถุประสงค์ที่เหมาะสม 
ของ Master problem (P) " 

“พิสูจน์ เนื่องจาก 𝐴𝑥 ൌ 𝑏 สำหรับทุกวิธีแก้ปัญหาที่เป็นไปได้
ไปยัง (P) สำหรับเวกเตอร์ μ ของตัวคูณ Lagrangian ใด ๆ 𝑧∗ ൌ

minሼ𝑐𝑥: 𝐴𝑥 ൌ 𝑏, 𝑥𝜖𝑋ሽ เน ื ่องจากการลบฟังก ์ช ันข้อจำกัด 
𝐴𝑥 ൌ 𝑏 ไม่สามารถนำไปสู่การเพิ่มค่าของฟังก์ชันวัตถุประสงค์ได้ 
(𝑧∗ ൒ minሼ𝑐𝑥 ൅ μሺ𝐴𝑥 ൌ 𝑏ሻ: 𝑥𝜖𝑋ሽ ൌ 𝐿ሺ𝜇ሻ)” 

จากนั ้นเพื ่อให้เข้าใกล้ 𝑧∗ ให้มากที ่ส ุดจำเป็นต้องใช้การ
แก้ปัญหา Lagrangian multiplier โดย Gradient search 

𝐿∗ ൌ 𝑚𝑎𝑥ఓ𝐿ሺ𝜇ሻ    (35) 

จาก Path-based model สามารถกำหนดฟังก์ชันวัตถุประสงค์
ของ Lagrangian ได้ดังต่อไปน้ี 

𝐿ሺ𝜇ሻ ൌ 𝑚𝑖𝑛 ∑ ሺ𝑐௥ ൅ 𝐹் ሻ ௥∈ோ೎ 𝑥௥ െ
∑ 𝜇௜௜ఢ஼ ∑ ሺ𝛿௜

௥𝑥௥ െ 1ሻ ௥∈ோ೎   (36) 

ภายใต้ฟังก์ชันข้อจำกัด (3) และ (4) 
จาก (36)  

𝐿ሺ𝜇ሻ ൌ  𝑚𝑖𝑛 ∑ ∑ ሺ𝑐௥ ൅ 𝐹் െ 𝛿௜
௥𝜇௜ሻ ௥∈ோ೎ ௜∈஼ 𝑥௥ െ

∑ 𝜇௜௜ఢ஼      (37) 
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ภายใต้ฟังก์ชันข้อจำกัด เร่ือง (3) และ (4) 
กำหนดค่าเริ ่มต้นของเวกเตอร์ 𝜇 (ในงานวิจัยนี ้คือ 1) และ

แก้ปัญหา Lagrangian multiplier 
ในการวนซ้ำแต่ละครั้งจะเปลี่ยนค่า 𝜇 ด้วยการใช้พารามิเตอร์ 

𝜃௞ ൌ 1/𝑘 ร่วมกับ (38) โดย 𝑘 แทนคร้ังของการวนซ้ำ 

𝜇௞ାଵ ൌ 𝜇௞ ൅ 𝜃௞൫∑ 𝛿௜
௥𝑥௥ െ 1௥ఢோ೎ ൯  (38) 

หลังจากการทำซ้ำ 100 ครั้งแล้วจึงเก็บค่าสูงที่สุดของ Lሺμሻ 

เพื่อเป็นขอบเขตล่างของ Node นั้น ๆ ใน Branch-and-Price tree 

4. การทดลองและผลการทดลอง 

งานวิจัยนี้จะทดสอบกับตัวอย่างที่มี Customer node จำนวน 
8 และ 10 Node แบบละ 10 ตัวอย่าง โดยแต่ละตัวอย่างจะมี
จำนวน Node เชื่อมต่อและคลังสินค้าตัวอย่างละ 1 Node โดยใช้
การสุ่มตำแหน่งและอุปสงค์ของแต่ละ Node ซึ่งอุปสงค์จะอยู่ในช่วง 
10 ถึง 50 กิโลกรัม 

กำหนดให ้ความเร ็วของรถบรรท ุกและโดรนเท ่าก ับ 40 
กิโลเมตรต่อชั ่วโมง มีต้นทุนการเดินทางเท่ากับ 2.50 และ 0.65 
บาทต่อนาทีตามลำดับ โดยรถบรรทุกมีต้นทุนคงที่เท่ากับ 600 บาท
ต่อคัน 

รถบรรทุกสามารถบรรทุกน้ำหนักได้ส ูงสุด 100 กิโลกรัม 
บรรทุกโดรนได้ 5 ลำ ในขณะที่โดรนบรรทุกน้ำหนักได้สูงสุด 20 
กิโลกรัม บินได้ไกลสูงสุด 20 กิโลเมตร 

ผลการทดสอบดังตารางที่ 1 ใช้ภาษา Python เขียนAlgorithm 
ที่นำเสนอไว้ข้างต้นบนคอมพิวเตอร์ที่มีชิปประมวลผล Ryzen 7 
4800H Ram 16 GB โดยมี Gurobi 9.1 เป็น MIP Solver 

ตารางท่ี 1 ผลการทดสอบ 

 

Cu
sto

me
r Node 

Explored 
(Without LG, 

With LG)  

Time (s) 
(Without LG, 

With LG) 

%Saving 

1 8 5, 5 19.96, 19.68 1.40 
2 8 11, 7 38.31, 25.62 33.12 
3 8 5, 5 27.27, 24.68 9.49 
4 8 17, 17 48.39, 36.45 24.67 
5 8 7, 3 131.33, 73.90 43.73 
6 8 9, 9 76.64, 68.94 10.04 
7 8 26, 25 74.05, 61.76 6.67 
8 8 57, 53 126.68, 99.43 21.51 
9 8 19, 15 101.90, 74.76 26.63 
10 8 11, 11 56.57, 45.35 19.83 
11 10 23, 21 368.59, 221.74 39.84 
12 10 13, 13 355.19, 323.98 8.17 
13 10 61, 39 294.58, 198.27 32.69 
14 10 13, 3 586.48, 227.83 61.15 

 

Cu
sto

me
r Node 

Explored 
(Without LG, 

With LG)  

Time (s) 
(Without LG, 

With LG) 

%Saving 

15 10 7, 7 345.35, 322.63 6.58 
16 10 33, 31 1065.70, 1015.87 4.68 
17 10 5, 5 430.45, 274.86 36.14 
18 10 29,13 2972.84, 2000.68 32.74 
19 10 3, 3 254.79, 197.89 22.33 
20 10 59, 47 1466.05, 1061.07 27.62 

 
รูปที่ 2 คำตอบของตัวอย่างที่ 2  

 
รูปที่ 3 คำตอบของตัวอย่างที่ 13 

เส้นทางที่ดีที่สุดจากตัวอย่างที่มี 8 และ 10 Customer node 
แสดงที่รูปที่ 2 และ  3 ตามลำดับ โดยเส้นสีน้ำตาลและเขียวแทน
เส้นทางของรถบรรทุกและสีน้ำเงินแทนเส้นทางของโดรน 

5. สรุปผลการวิจัยและข้อเสนอแนะ 

งานวิจ ัยนี ้นำเสนอการใช้ Lagrangian relaxation เพื ่อหา
 𝑚𝑎𝑥 𝐿ሺ𝜇ሻ ค่าที่ใกล้เคียง Optimal solution ในแต่ละ Node 
ของ Branch-and-Price สำหรับปัญหา Tour-based model of 
vehicle routing problem with drones เทคน ิคน ี ้สามารถลด
เวลาการคำนวณได ้จากการท ี ่ ไม ่ จำ เป ็นต ้องทำ  Column 
generation เ ม ื ่ อ  𝑚𝑎𝑥 𝐿ሺ𝜇ሻ ข อ ง  Node น ั ้ น ม ี ค ่ า เ กิ น 
Incumbent solution และสามารถลดจำนวน  Node ท ี ่ ต ้ อง
คำนวณได้ เนื่องจากไม่จำเป็นต้องแตก Branch เพ่ิม 

สำหรับตัวอย่าง 8 และ 10 Customer node ใช้เวลาในการ
คำนวณโดยไม่ใช้ Lagrangian relaxation ตั้งแต่ 19.96 วินาที ถึง 
131.33 วินาที และ 254.79 วินาที ถึง 2972.84 วินาที ตามลำดับ 
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ซึ่งการใช้ Lagrangian relaxation สามารถลดเวลาการคำนวณได้
ต้ังแต่ร้อยละ 1.4 ถึง 61.15 

จากการทดสอบในแต่ละตัวอย่างพบว่าในเวลาที่ใช้ในการทำ 
Column generation เป็นเวลาส่วนใหญ่ของทั้งกระบวนการการ
หาคำตอบ สำหรับงานวิจ ัยในอนาคตสามารถนำเทคนิคการ 
Stabilization เ ช ่ น  Primal-Dual strategy, Weighted Dantzig-
Wolfe decomposition มาเพ่ือเพ่ิมประสิทธิภาพแบบจำลองนี้ 
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