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บทคัดย่อ 

บทความน้ีนำเสนอการตรวจสอบผลกระทบจากแรงตึงผิวที่มีผลต่อการโก่งตัวมากของแท่งนาโนภายใต้น้ำหนักตัวเอง หลักงานเสมือนพลังงานที่
ใช้ในการสร้างแบบจำลองสมการซึ่งประกอบด้วยพลังงานความเครียดเสมือนเนื่องจากการดัด งานเสมือนของแรงตึงผิวและงานเสมือนเนื่องจาก
น้ำหนักตัวเอง ระบบพิกัดอินทรินสิกซึ่งเป็นมุมของการหมุนถูกใช้เพื่อกำหนดค่าการโก่งตัวมาก ปัญหานี้เป็นแบบไม่เชิงเส้นซึ่งไม่มีคำตอบเชิง
วิเคราะห์ที่แน่นอน ดังนั้นวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ร่วมกับนิวตัน-ราฟสันนำมาใช้ในการหาคำตอบเชิงตัวเลข ระเบียบวิธียิงเป้าได้นำมาใช้เพื่อตรวจสอบ
ความแม่นยำกับวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ จากการศึกษาผลกระทบจากแรงตึงผิวที่มีผลต่อการโก่งตัวพบว่าผลกระทบจากแรงตึงผิวมีแนวโน้มที่จะลดค่า
ของการโก่งตัวได้ 
คำสำคัญ: วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์, ระบบพิกัดอินทรินสิก, การโก่งตัวมาก, แรงตึงผิว 

Abstract 

This paper presents an investigation of effect of surface stress on post-buckling of nanorods under its own weight. The 
principle of virtual work-energy is used in the model formulation which includes virtual strain energy due to bending, virtual 
work of surface stress, and virtual work due to self-weight. The intrinsic coordinate, which is the rotation angle, is used to 
define the post-buckling configuration. The problem is nonlinear, an analytical exact solution is unavailable. Therefore, the 
finite element method and the Newton-Raphson are used to obtain the numerical solution. The shooting method is also used 
to verify the results from the finite element method.  The effect of surface stress on the post-buckling shapes are studied, 
the results show that the effect of surface stress tends to decrease the post-buckling configuration. 
Keywords: Finite Element Method, Intrinsic Coordinates, Post-buckling Shape, Surface Stress. 

 
1. บทนำ 

การวิเคราะห์การแอ่นตัวมากและพฤติกรรมหลังการโก่งตัวของ
แท่งนาโนยื่นเป็นปัญหาในทฤษฎียืดหยุ่นของโครงสร้าง พฤติกรรม
ของแท่งนาโนเมื่อรับน้ำหนักของตัวเองหรือถูกน้ำหนักกระทำจาก
ภายนอกจะทำให้เกิดการดัดและเกิดการเปลี่ยนแปลงเชิงมุมของ
โครงสร้าง ซึ่งเป็นปัญหาแบบอิลาสติกคา (Elastica) โดยเกี่ยวเนื่อง
ในงานวิศวกรรมเช่น ปัญหางานท่อลำเลียงต่างๆ ปัญหาการแอ่นตัว
ของโครงสร้างสามารถพบได้ในตำราเรียนและหนังสืออ้างอิงต่างๆ 
ตัวอย่างเช่น Timoshenko and Goodier [1], Frisch-Fay [2] และ 
Wang and Wang [3] การศึกษาโดยวิธ ีการวิเคราะห์ปัญหาใน
ลักษณะนี ้มีหลายวิธีได้แก่ ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (Finite 
Element Method, FEM) และระเบียบวิธีการยิงเป้า (Shooting 
Method, SM) Golley [4] ไ ด ้ ศ ึ กษาแบบจำลองสมการ เ พ่ื อ
แก้ปัญหาการโก่งตัวมากด้วยวิธีอินทรินสิกไฟไนต์เอลิเมนต์ Ngiam 
[5] ได้ศึกษาการโก่งตัวมากของท่อส่งนอกชายฝั่งโดยใช้ระบบพิกัด
อินทรินสิก Rao et al [6] ได้ศึกษาวิธีแก้สำหรับการโก่งตัวมากของ
คานยื่นโดยการใช้รุงเง-คุตตา(Runge-Kutta)ลำดับที่สี ่และพัฒนา

สมการเพื่อแก้ปัญหาการโก่งตัวมากภายใต้แรงกระจายโดยสมการ
อินทิเกรตดิฟเฟอเรนชิเอตอันดับสอง Sripirom [7] ได้ศึกษาการโก่ง
ตัวมากของคานยื่นโดยวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ระบบพิกัดอินทรินสิก
สำหรับการพัฒนาสมการและคำนวณโดยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ 

ปัจจุบันทฤษฎีเหล่านี้ได้นำไปประยุกต์ใช้กับโครงสร้างนาโน
เนื่องจากมีคุณสมบัติทางกล ไฟฟ้า แสง และเคมี เหนือกว่าวัตถุ
ท ั ่วไป เพ ื ่อท ี ่จะศ ึกษาอิทธ ิพลของมาตราส ่วนที ่ม ีขนาดเล็ก 
Eringen[8] จึงค้นคว้าเกี่ยวกับทฤษฎีความยืดหยุ่นแบบไม่เฉพาะท่ี 
โดยสมมุติว่าความเครียดที่จุดอ้างอิงแทนความเครียดในทุกจุดของ
วัตถุ ด้วยวิธีนี้ทำให้มีข้อมูลเกี่ยวกับแรงและระยะจึงใช้เป็นแนวทาง
ในการหาคำตอบเชิงตัวเลข Mahasuwanchai [9] ได้ศึกษาการใช้
วิธีระเบียบวิธีการยิงเป้าคำนวณการโก่งตัวมากของคานย่ืน 

ผลกระทบของแรงตึงผิว (Surface Stress) ได้ม ีการศึกษา
เบื้องต้นโดย Gurtin and Murdoch [10] การค้นพบเหล่านี้ถูกรวม
ไว้ในภายหลังนักวิจัยหลายคนเพื่อที่จะตรวจสอบพฤติกรรมการดัด
งอของเส้นใยนาโนโดยใช้แบบจำลองคานออยเลอร์ ซึ่งมีผลของแรง
เฉือนรวมอยู่ด้วย Wang et al [11] ได้สรุปผลกระทบของแรงตึงผิว
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ในกลศาสตร์ขององค์ประกอบโครงสร้างนาโน ยกตัวอย่างเช่น คาน
นาโน, ท่อนาโน และวัสดุที่เป็นเนื้อเดียวกันที่มีนาโนสเกลในความ
เป็นเนื้อเดียวกัน นอกเหนือจากนี้ Duan and Wang [12] ได้ศึกษา
ค่าการโก่งตัวแน่นอนของเสาภายใต้เงื่อนไขต่างๆพบว่าค่าวิกฤติการ
โก่งตัวมากของเสาภายใต้การรับนำ้หนักตัวเองมีค่าเท่ากับ (7.8373) 
ต่อมา Wang and Yang [13] ได้ศึกษาการแก้ปัญหาเชิงตัวเลขการ
โก่งมากของท่อนาโน Juntatasaid et al. [14] ได้ศึกษาวิธีการแปร
ผันสำหรับการวิเคราะห์ทางสถิตศาสตร์ของแท่งนาโนโดยระเบียบวิธี
ไฟไนต์เอลิเมนต์และระบบพิกัดอินทรินสิก 

สำหรับงานวิจัยนี้การศึกษาเกี ่ยวกับแท่งนาโนยื่นอัตราส่วน
พื ้นผิวต่อปริมาตรขนาดใหญ่ความเครียดของพื ้นผิวและความ
ยืดหยุ่นเป็นผลกระทบที่สำคัญที่อธิบายพฤติกรรมของแท่งนาโน 
ดังนั้นจึงต้องศึกษาผลกระทบท่ีเกิดจากความเครียดที่พ้ืนผิวของแท่ง
นาโนโดยใช้หลักงานเสมือนพลังงานเพื่อสร้างแบบจำลองสมการ ใช้
ระบบพิกัดอินทรินสิกไฟไนต์เอลิเมนต์และนิวตัน-ราฟสันในการหา
คำตอบเชิงตัวเลข โดยวิธีการวิเคราะห์ปัญหาผลกระทบที่เกิดจาก
แรงตึงผิวบนแท่งนาโนยื่นโดยรับน้ำหนักตัวเองใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์
เอลิเมนต์ ซึ่งวิธีนี้สามารถหาคำตอบเชิงตัวเลขโดยการกำหนดการ
รับน้ำหนักและเงื่อนไขขอบเขตและใช้ระเบียบวิธีการยิงเป้า เพ่ือ
ตรวจสอบความถูกต้องของผลลัพธ์โดยเปรียบเทียบควบคู่กัน  

2. ทฤษฎีและสมการครอบคลุมปัญหา 

ระบบพิกัดอินทรินสิกเป็นความสัมพันธ์ระหว่างระยะทางตาม
แนวแกน 𝑠 และฟังก์ชันมุมหมุน 𝜃ሺ𝑠ሻ นำมาใช้สำหรับปัญหาหาร
โก่งตัวมากภายแรงกระทำสม่ำเสมอตลอดความยาวแท่งและแรง
แบบจุดที่ปลายคาน ในการศึกษานี้สมมติฐานที่ว่าแท่งนาโนมีความ
ยืดหยุ่นในการดัดและอาจเกิดการโก่งตัวได้มากแต่มีความเครียด
น้อยเช่นปัญหาความยืดหยุ่นแบบคลาสสิกโดยที่การเปลี่ยนรูปของ
แรงเฉือนและแรงตามแนวแกนจะถูกละทิ ้งไป ความโค้งมีความ
แม่นยำสอดคล้องกับทฤษฎีอีลาสติกถูกนำมาใช้เพื่อหาการโก่งตัว
มากและกำหนดค่าหลังการเสียรูปของแท่งนาโน นอกจากนี้ยังได้
แนวทางการเปลี่ยนแปลงสมการสำหรับการโก่งตัวมากและหลังการ
เสียรูปของแท่งนาโนโดยวิธีระบบพิกัดอินทรินสิกไฟไนต์เอลิเมนต์ 
สำหรับสมการที ่พัฒนาขึ ้นในการวิเคราะห์ผลกระทบที่เกิดจาก
ความเครียดที่พื้นผิวและหลักงานเสมือนและสามารถใช้วิธีตัวคูณ
ลากรานจ์ (Lagrange multiplier) ในการกำหนดเง่ือนไขขอบเขต 

ในการสร้างสมการครอบคลุมปัญหาอ้างอิงตามรูปที่ 1 แสดง
ปัญหาการโก่งตัวมากของแท่งนาโนยื ่น กำหนดให้คานตั ้งตาม
แนวแกน 𝑥 โดย AB คือตำแหน่งแท่งนาโนยื่นจากการรับน้ำหนัก
ตัวเองในลักษณะการโก่งตัวมาก 
 

 
รูปที่ 1 แบบจำลองแท่งนาโนยื่นภายใต้การรับน้ำหนักตนเอง

ตามแนวแกน 𝑥 

2.1. กำหนดรูปแบบสมการ 

การกำหนดแบบจำลองที่ใช้ในการศึกษานี้พัฒนาโดยวิธีการ
แบบผันแปร ประการแรกพลังงานความเครียดเนื่องจากการโค้งงอ
สามารถเขียนได้ในรูปแบบต่อไปน้ี 

𝑈௕ ൌ න
1
2

௅

଴

𝐸𝐼ሺ𝜃ᇱሻଶ𝑑𝑠 (1) 

โดยท่ี 𝜃ᇱ ൌ 𝑑𝜃/𝑑𝑠 และ 𝐸𝐼 คือความแข็งแกร่งดัดของวัสดุ
ของหน้าตัดแท่งนาโน จากนั ้นเปลี ่ยนรูปจากสมการพลังงาน
ความเครียดจากแรงดัดเป็นพลังงานความเครียดเสมือนจากแรงดัด
จะได้เป็น 

𝛿𝑈௕ ൌ න 𝐸𝐼𝜃ᇱ

௅

଴

𝑑𝑠𝛿𝜃ᇱ (2) 

2.2. แรงตึงผิวของแท่งนาโน 

ในทฤษฎีความยืดหยุ่นของพื้นผิว แรงตึงผิวมีความเกี่ยวข้องกับ
ความหนาแน่นของพื้นผิว ซึ่งเป็นผลระหว่างแรงเฉือนกับชั้นผิวและ
วัสดุจำนวนมากที่ก่อให้เกิดแรงกระจายในทิศทางตามยาว โดยแรง
ตึงผิวแปรผันตรงกับความโค้งของแท่งนาโนซึ่งรายละเอียดของแรง
ตึงผิว ตามวิธีระบบพิกัดอินทรินสิกในงานวิจัยนี้ ใช้ระยะตามการ
เสียรูปแกน 𝑠 และฟังก์ชันมุมหมุน 𝜃ሺ𝑠ሻ เพื่อหาค่าการโก่งตัวมาก
ของแท่งนาโน โดยพลังงานความเครียดเสมือนของแรงตึงผิวแสดงได้
ดังนี้ 

𝛿𝑈௦ ൌ න
1
2

௅

଴

𝐸௦𝐼௦𝜃ᇱ𝑑𝑠𝛿𝜃ᇱ ൅ න 𝐻𝜃𝑑𝑠𝛿𝜃

௅

଴

 (3) 

เมื่อ 𝐸௦ คือค่าความยืดหยุ่นพื้นผิว ซึ่งได้จากการทดลองและ
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การจำลองอะตอมและ 𝐼௦ คือค่าโมเมนต์ความเฉื่อย สำหรับหน้าตัด

สี ่เหลี ่ยมผืนผ้า 𝐼௦ ൌ ቀ
௕௛మ

ଶ
ቁ ൅ ቀ

௛య

଺
ቁ และ 𝐼௦ ൌ

గ஽య

଼
 สำหรับ

หน้าตัดวงกลม โดย 𝑏 และ ℎ คือความกว้างและความลึกของหน้า
ตัดสี่เหลี่ยมผืนผ้า ในขณะที่ 𝐷 คือเส้นผ่านศูนย์กลางของหน้าตัด
วงกลม, 𝐻 คือค่าที่ได้จากแรงตึงผิว ሺ𝜏௦ሻ ซึ่งขึ้นอยู่กับรูปร่างของ
หน้าตัด สำหรับหน้าตัดสี ่เหลี่ยมผืนผ้าและวงกลมของแท่งนาโน 
𝐻 ൌ 2𝜏௦𝑏 และ 𝐻 ൌ 2𝜏௦𝐷 ตามลำดับ การจำลองสมการที่ 
(3) สมการเทอมแรกคือพลังงานเสมือนความเครียดเนื่องจากแรงดัด
ของพื ้นผิว ซึ ่งมีรูปแบบเหมือนกับพลังงานเสมือนความเครียด
เนื่องจากแรงดัดของวัตถุของแท่งนาโน ความแข็งในการดัดของ
พื้นผิวมากจากค่าความยืดหยุ่นของพื้นผิวและค่าโมเมนต์ความเฉื่อย 
สมการเทอมที่สองสอดคล้องกับพลังงานความเครียดเนื่องจากแรง
เฉือนระหว่างพ้ืนผิวและวัตถุของแท่งนาโน 

 
รูปที่ 2 แบบจำลองชิ้นส่วนของแท่งนาโนภายใต้การรับน้ำหนัก

ตัวเอง 

ปริมาณงานของช้ินส่วนเล็กๆ 𝑑𝑠 ภายใต้การรับน้ำหนักบรรทุก
ตัวเอง 𝑤௫ ณ ตำแหน่ง 𝑥 ใดๆสามารถเขียนดังนี้ 

𝑑𝑤௫ ൌ ሺെ𝑤௫𝑑𝑠ሻ൫𝑥ሺ𝑠ሻ൯ (4) 

∵ 𝑑𝑥ሺ𝑠ሻ ൌ 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝑠 (5) 

න 𝑑𝑥ሺ𝑠ሻ

௫ሺ௦ሻ

଴

ൌ 𝑥ሺ𝑠ሻ ൌ න 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝑠

௦

଴

 (6) 

𝑑𝑊௪ೣ ൌ െሺ𝑤௫𝑑𝑠ሻ න 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝑠

௦

଴

 (7) 

න 𝑑𝑊௪ೣ ൌ 𝑊௪ೣ ൌ െ න න 𝑤௫𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝑠𝑑𝑠

௦

଴

௅

଴

 (8) 

งานเสมือนของน้ำหนักตัวเองตลอดความยาวแท่งนาโนมีค่า
เท่ากับ 

𝛿𝑊௪ೣ ൌ න න 𝑤௫𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝑠𝑑𝑠𝛿𝜃

௦

଴

௅

଴

 (9) 

พลังงานเสมือนทั้งหมดของแท่งนาโนภายใต้การรับน้ำหนัก
ตนเองสามารถเขียนดังนี้ 

𝛿𝜋 ൌ 𝛿𝑈௦ െ 𝛿𝑊௪ೣ  (10) 

𝛿𝜋 ൌ න
1
2

௅

଴

𝐸௦𝐼௦𝜃ᇱ𝑑𝑠𝛿𝜃ᇱ ൅ න 𝐻𝜃𝑑𝑠𝛿𝜃

௅

଴

െ න න 𝑤௫𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝑠𝑑𝑠𝛿𝜃

௦

଴

௅

଴

 

(11) 

3. วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เป็นกระบวนการวิเคราะห์ทางเชิงตัวเลขเพ่ือ
ใช้หาคำตอบแบบประมาณของระบบพิกัดอินทรินสิกของสมการที่
กำหนด โดยวิธีการนี้จะทำการแบ่งความยาวส่วนโค้งของแท่งนาโน
เป็นจำนวนชิ้นส่วนย่อยที่นับได้ ส่วนฟังก์ชันมุมหมุนในชิ้นส่วนย่อย
ประมาณค่าโดยใช้ว ิธี ลากรานจ์ (Largrange’s interpolation) 
หรีอเป็นชิ้นส่วนย่อยแบบ 𝐶଴ ดังนั้นฟังก์ชันมุมหมุนเป็นดังนี้ 

𝜃ሺ𝑠ሻ ൌ ሾ𝑁ሿሼ𝑞ሽ (12) 

ซึ่ง ሾ𝑁ሿ เป็นฟังก์ชันรูปร่างพหุนามลูกบาศก์ (cubic polynomials)
ประกอบด้วย 

𝑁ଵ ൌ 1 െ
11𝑠
2𝑙

൅
9𝑠ଶ

𝑙ଶ െ
9𝑠ଷ

2𝑙ଷ  (13ก) 

𝑁ଶ ൌ
9𝑠
𝑙

െ
45𝑠ଶ

2𝑙ଶ ൅
27𝑠ଷ

2𝑙ଷ  (13ข) 

𝑁ଷ ൌ െ
9𝑠
2𝑙

൅
18𝑠ଶ

𝑙ଶ െ
27𝑠ଷ

2𝑙ଷ  (13ค) 

𝑁ସ ൌ
𝑠
𝑙

൅
9𝑠ଷ

2𝑙ଷ ൅
9𝑠ଷ

2𝑙ଷ  (13ง) 

เมื่อ 𝑙 คือความยาวชิ้นส่วนย่อยของแท่งนาโนและ ሼ𝑞ሽ คือค่า
ของฟังก์ชันมุมหมุนที่ตำแหน่งต่างๆของโหนดในชิ้นส่วนย่อยซึ่ง
แสดงได้ดังนี้ 

ሼ𝑞ሽ ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝜃ሺ𝑠 ൌ 0ሻ

𝜃 ൬𝑠 ൌ
1
3

൰

𝜃 ൬𝑠 ൌ
2𝑙
3

൰

𝜃ሺ𝑠 ൌ 1ሻ ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

 (14) 
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สำหรับอินทิกร ัลเด ียวจากรูป ׬ 𝑓ሺ𝑠ሻ𝑑𝑠 ใช้การกำหนด
รูปแบบสมการเกาส์เซียน (Gaussian quadrature integration) 
สำหรับอินทิกรัลเดียวสามารถนำมาประยุกต์ใช้ในช่วง ሾ0, 𝐿ሿ ซึ่ง
สามารถกำหนด 𝑠 เป็นพิกัดหนึ่งในช่วงแสดงเป็น ሾ0 ൏ 𝑠 ൏ 𝐿ሿ 
และ 𝜉 สำหรับช่วง ሾെ1 ൏ 𝜉 ൏ 1ሿ ดังนั้นอินทิกรัลเดียวเขียนได้
เป็น 

න 𝑓ሺ𝑡ሻ𝑑𝑡 ൌ න ൬
𝑑𝑡
𝑑𝜉

൰

ଵ

ିଵ

௦

଴

𝑑𝜉

ൌ
𝑠
2

෍ 𝑊௜𝑓ሺ1 ൅ 𝜉௜ሻ
௡

௜ୀଵ

 

(15) 

อินทิกรัลในรูปแบบสองครั ้ง ׬ ׬ 𝑓ሺ𝑠ሻ௦
଴

௅
଴

𝑑𝑠𝑑𝑠 สามารถ
แสดงในรูปของ ׬ ׬ 𝑓ሺ𝑡ሻ௦

଴
௅

଴
𝑑𝑡𝑑𝑠 ฉะนั้นในรูปของสมการเกาส์

เซียนสามารถประยุกต์ใช้ในช่วง ሾ0, 𝑠ሿเขียนได้เป็น 

׬ ׬ f
ୱ

଴
ሺtሻdtds ൌ

୐
଴

׬ ቀ׬ fሺtሻଵ
ିଵ

ୢ୲

ୢஞ
dξቁ

ଵ
ିଵ

ୢୱ

ୢஞ
dξ ൌ

୐

ଶ
∑ W୨ ቂ

ଵ

ଶ
൬

୐

ଶ
൫1 ൅୬

୨ୀଵ

ξ୨൯൰ ∑ W୧f ൬
ଵ

ଶ
ቀ

୐

ଶ
ሺ1 ൅ ξ୨ቁ൰ ሺ1 ൅ ξ୧ሻ

୬
୧ୀଵ ቃ  

(16) 

โดยจ ุดเกาส ์  ξ୧ และ ξ୨ ค ือค ่าของพ ิก ัด ณ  จ ุดหน ึ ่ งใน
องค์ประกอบเส้นและค่าคงที่ W୧ และ W୨ คือน้ำหนักที่เหมาะสม
กับ ξ୧ และ ξ୨ ตามลำดับ 

ตามหลักพลังงานเสมือนและฟังก์ชันพลังงานจากพลังงาน
ความเครียดสามารถเขียนสมการในสภาวะสมดุล ሺ𝛿𝜋 ൌ 0ሻ 

การหาคำตอบของระบบสมการไม่เชิงเส้นนิวตัน-ราฟสันได้
กำหนดสมการเป็น 

ሾ𝐾ே௅ሿ௜ሼ𝛥𝑞ሽ௜ାଵ ൌ െሼ𝑅ሽ௜ (17) 

เมทริกซ์ ሾ𝐾ே௅ሿ௜ คือส่วนประกอบสติฟเนสชิ้นส่วนย่อยของ

เมทริกซ์ ൜ డమగ

డ௤೔డ௤ೕ
ൠ จากองค์ประกอบทั้งหมด เวกเตอร์ ሼ𝑅ሽ௜ คือ

ส่วนประกอบของเวกเตอร์องค์ประกอบ ቄப஠

ப୯
ቅ และ ሼ𝛥𝑞ሽ௜ାଵ คือ

การกระจัดที่โนดของเวกเตอร์ที่เพ่ิมขึ้น 
การแก ้ ป ัญหาของน ิ วต ั น -ราฟส ั น  (Newton-Raphson 

iterative method) เพ่ือหาผลลัพธ์มีขั้นตอนดังต่อไปน้ี  
1. กำหนดให้ ሼ𝑞௢ሽ ൌ 0 
2. คำนวณค่าเมทริกซ ์ሾ𝐾ே௅ሿและเวกเตอร์ ሼ𝑅ሽ௜ 
3. คำนวณค่า ሼ𝛥𝑞ሽ 
4. คำนวณค่า ሼ𝑞ሽ 
5. ทำซ้ำที่ข้อ2 จนกระทั่งได้ค่า ሼ𝛥𝑞ሽ ൑ 10ି଺ 

4. ระเบียบวิธีการยิงเป้า 

เพื ่อตรวจสอบความถูกต้องของผลลัพธ์ที ่ เป ็นตัวเลขของ
การศึกษานี้จากวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ ดังนั้นจึงตรวจสอบความถูกต้อง
โดยระเบียบวิธีการยิงเป้า ซึ่งจะใช้กับปัญหาของการโก่งตัวขนาด
ใหญ่และการวิเคราะห์หลังคลอด วิธีนี้ใช้ในการแก้ระบบสมการเชิง
อนุพันธ์สามัญที่มีเงื่อนไขขอบเขต 

ระบบสมการเชิงอนุพันธ์ที่เกี่ยวข้องกับเรขาคณิตและสมการ
สมดุลของช้ินส่วนเล็ก 𝑑𝑠 พิจารณาได้จากรูปที่ 1 และรูปที่ 2 
ตามลำดับและแสดงไว้ในสมการ (18ก-18ฉ) พร้อมกับค่าเงื ่อนไข
ขอบเขตที่จุด 𝐴 และจุด 𝐵 ตามสมการ (19) และ (20) ในรูปแบบ
ตัวแปรไร้มิติ มีดังนี้ 

𝑑𝑥ො
𝑑𝑠∗ ൌ 𝑐𝑜𝑠𝜃 (18ก) 

𝑑𝑦ො
𝑑𝑠∗ ൌ 𝑠𝑖𝑛𝜃 (18ข) 

𝑑𝑀෡

𝑑𝑠∗ ൌ 𝑄෠  (18ค) 

𝑑𝜃෠

𝑑𝑠∗ ൌ െ𝑀෡  (18ง) 

𝑑𝑄෠

𝑑𝑠∗ ൌ െ𝑇෠𝜃ᇱ െ 𝐻෡𝜃ᇱ െ 𝑤ෝ𝑠𝑖𝑛𝜃 (18จ) 

𝑑𝑇෠

𝑑𝑠∗ ൌ 𝑄෠𝜃ᇱ ൅ 𝑤ෝ𝑠𝑖𝑛𝜃 (18ฉ) 

การกำหนดค่าตัวแปรคงที่และไม่คงที่ของแท่งนาโนยื่นภายใต้
การรับน้ำหนักตนเองตามรูปที่ 1 และรูปที่ 2 กำหนดเงื่อนไขที่จุด
รองรับ A ดังนี้ 

𝑠∗ ൌ 0, 𝑥ො ൌ 0, 𝑦ො ൌ 0, 𝜃 ൌ 𝜃஺, 𝑀෡ ൌ
𝑀஺, 𝑄෠ ൌ 𝑄෠஺, 𝑇෠ ൌ 0  

(19) 

และที่จุด B ได้แก่ 

𝑠∗ ൌ 1, 𝑥ො ൌ 𝑥ො஻, 𝑦ො ൌ 𝑦ො஻, 𝜃 ൌ 𝜃஻, 𝑀෡ ൌ
𝑀஻, 𝑄෠ ൌ 𝑄෠஻, 𝑇෠ ൌ 0  

(20) 

 

ตัวแปรของรูปแบบท่ีไร้มิติ นิยามไว้ดังนี้ 

𝑥ො ൌ
௫

௅
, 𝑦ො ൌ

௬

௅
, 𝑠∗ ൌ

௦

௦೟
, 𝑀෡ ൌ

ሺெ∗ሻ௅

௄
, 𝑄෠ ൌ

ொ௅మ

௄
,

𝑇෠ ൌ
்௅మ

௄
, 𝐻෡ ൌ

ு௅మ

௄
 and 𝑤ෝ ൌ

௪௅య

௄
  

(21) 

จากชุดสมการเชิงอนุพันธ์ตามที่กำหนดเงื่อนไขขอบเขต การหา
ผลลัพธ์จะมีขั้นตอนดังนี้ 

1. กำหนดค่า 𝑤ෝ ,𝐻෡, คาดคะเนค่า 𝜃஻ , 𝑥ො஻ , 𝑦ො஻ สำหรับ
การคำนวณผลลัพธ์คร้ังแรก 
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2. อินทิเกรตสมการ (18ก)-(18ฉ) จาก 𝑠∗ ൌ 1 to 𝑠∗ ൌ

0 โดยใช้วิธีการระเบียบวิธีรุงเง-คุตตา อันดับส่ี (the 
fourth-order Runge-Kutta algorithm) ด ้ ว ย ก า ร
ควบคุมขนาดขั้นตอนที่ปรับได้ 

3. คำนวณค่าที่ต้องการของ  Φ เท่ากับศูนย์ในสมการ 
ெ௜௡௜௠௜௭௘
௫ොಳ,௬ොಳఏಳ

Φ ൌ  |𝑥ොሺ0ሻ| ൅ |𝑦ොሺ0ሻ| ൅ |𝜃ሺ0ሻ െ
𝜃஺|  

(22) 

5. วิเคราะหผ์ล 

เพื ่อตรวจสอบความถูกต้องของผลลัพธ์ที ่ได้จากแบบจำลอง
สมการทางคณิตศาสตร์และโปรแกรมคอมพิวเตอร์ จึงตรวจสอบ
ความถูกต้องโดยเปรียบเทียบค่าการโก่งตัวมากของแท่งนาโนย่ืน
ภายใต้การรับน้ำหนักตัวเองจากวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์โดยใช้จำนวนชิ้น
ส่วนย่อยเท่ากับ 40 กับผลลัพธ์ที่ได้จากระเบียบวิธียิงเป้า 

ตารางท่ี 1 เปรียบเทียบค่ามุมการโก่งตัวมากของแท่งนาโนย่ืน
ภายใต้การรับน้ำหนักของตัวเองโดยแสดงผลกระทบจาก
แรงตึงผิวด้วยวิธี FEM และ SM 

𝒘ෝ  𝑯෡  𝜽𝑩 (degree) 
  FEM SM 
8 0 24.2946 24.2922 
9 0 62.1616 62.1616 
10 0 81.4401 81.4403 
11 0 94.8948 94.8952 
12 0 105.1698 105.1702 
13 0 113.3937 113.3942 
8 0.1 0 0 
9 0.1 53.0989 53.3297 
10 0.1 74.9456 75.2257 
11 0.1 89.5282 89.8189 
12 0.1 100.4713 100.7573 
13 0.1 109.1491 109.4231 
8 0.2 0 0 
9 0.2 42.6017 42.9660 
10 0.2 68.1133 68.6118 
11 0.2 84.0370 84.5693 
12 0.2 95.7261 96.2556 
13 0.2 104.8940 105.4047 
8 0.3 0 0 
9 0.3 29.1222 29.4902 
10 0.3 60.8127 61.4676 
11 0.3 78.3827 79.1103 
12 0.3 90.9166 91.6514 
13 0.3 100.6185 101.3322 
8 0.4 0 0 
9 0.4 0 0 

𝒘ෝ  𝑯෡  𝜽𝑩 (degree) 
  FEM SM 

10 0.4 52.8322 53.5777 
11 0.4 72.5147 73.3932 
12 0.4 86.0222 86.9263 
13 0.4 96.3114 97.1976 

FEM, finite element method; SM, shooting method; 𝐻෡ , 
surface stress; 𝒘ෝ , self-weight; 𝜽𝑩, end rotation 

ตารางท่ี 2 เปรียบเทียบการโก่งตัวมากในแนวต้ังและแนวนอนของ
แท่งนาโนย่ืนภายใต้การรับน้ำหนักของตัวเองโดยแสดง
ผลกระทบจากแรงตึงผิวด้วยวิธี FEM และ SM 

𝒘ෝ  𝑯෡  𝒙𝑩/𝑳 𝒚𝑩/𝑳 
  FEM SM FEM SM 
8 0 0.9460 0.9460 0.2982 0.2982 
9 0 0.6669 0.6669 0.6750 0.6750 
10 0 0.4560 0.4560 0.7930 0.7930 
11 0 0.2922 0.2922 0.8377 0.8377 
12 0 0.1621 0.1621 0.8495 0.8495 
13 0 0.0568 0.0568 0.8446 0.8446 
8 0.1 1.0000 1.0000 0 0 
9 0.1 0.7503 0.7482 0.6027 0.6049 
10 0.1 0.5269 0.5235 0.7630 0.7648 
11 0.1 0.3533 0.3493 0.8265 0.8277 
12 0.1 0.2153 0.2111 0.8489 0.8495 
13 0.1 0.1036 0.0994 0.8504 0.8506 
8 0.2 1.0000 1.0000 0 0 
9 0.2 0.8350 0.8322 0.5046 0.5084 
10 0.2 0.5989 0.5932 0.7237 0.7275 
11 0.2 0.4154 0.4083 0.8099 0.8126 
12 0.2 0.2695 0.2619 0.8444 0.8460 
13 0.2 0.1513 0.1435 0.8534 0.8540 
8 0.3 1.0000 1.0000 0 0 
9 0.3 0.9209 0.9189 0.3594 0.3637 
10 0.3 0.6721 0.6652 0.6733 0.6789 
11 0.3 0.4786 0.4692 0.7872 0.7916 
12 0.3 0.3247 0.3142 0.8359 0.8387 
13 0.3 0.1999 0.1891 0.8534 0.8549 
8 0.4 1.0000 1.0000 0 0 
9 0.4 1.0000 1.0000 0 0 
10 0.4 0.7463 0.7393 0.6085 0.6157 
11 0.4 0.5428 0.5320 0.7578 0.7639 
12 0.4 0.3807 0.3682 0.8231 0.8274 
13 0.4 0.2494 0.2361 0.8502 0.8527 

FEM, finite element method; SM, shooting method; 𝐻෡ , 
surface stress; 𝑤ෝ , self-weight; 𝑥஻/𝐿, horizontal deflection; 
𝑦஻/𝐿, vertical deflection 
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รูปที่ 3 แสดงค่าการโก่งตัวของแท่งคานย่ืนภายใต้การรับน้ำหนัก

ของตัวเองต้ังแต่ 𝑤ෝ௫ =8 ถึง 𝑤ෝ௫ =13 โดยไม่คดิ
ผลกระทบจากแรงตึงผิว 

 
รูปที่ 4 แสดงค่าการโก่งตัวของแท่งนาโนย่ืนภายใต้การรับ

น้ำหนักของตัวเองต้ังแต่ 𝑤ෝ௫ =8 ถึง 𝑤ෝ௫ =13 โดยได้รับ
ผลกระทบจากแรงตึงผิว 𝐻෡=0.1 

 
รูปที่ 5 แสดงค่าการโก่งตัวของแท่งนาโนย่ืนภายใต้การรับ

น้ำหนักของตัวเองต้ังแต่ 𝑤ෝ௫ =8 ถึง 𝑤ෝ௫ =13 โดยได้รับ
ผลกระทบจากแรงตึงผิว 𝐻෡=0.2 

 

 
รูปที่ 6 แสดงค่าการโก่งตัวของแท่งนาโนย่ืนภายใต้การรับ

น้ำหนักของตัวเองต้ังแต่ 𝑤ෝ௫ =8 ถึง 𝑤ෝ௫ =13 โดยได้รับ
ผลกระทบจากแรงตึงผิว 𝐻෡=0.3 

 
รูปที่ 7 แสดงค่าการโก่งตัวของแท่งนาโนย่ืนภายใต้การรับ

น้ำหนักของตัวเองต้ังแต่ 𝑤ෝ௫ =8 ถึง 𝑤ෝ௫ =13 โดยได้รับ
ผลกระทบจากแรงตึงผิว 𝐻෡=0.4 

 
รูปที่ 8 แสดงค่าการโก่งตัวของแท่งนาโนย่ืนภายใต้การรับ

น้ำหนักของตัวเองที่ 𝑤ෝ௫ =9 โดยเปรียบเทียบการได้รับ
ผลกระทบจากแรงตึงผิวต้ังแต่ 𝐻෡=0 ถึง 𝐻෡=0.4 
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จากปัญหาผลกระทบจากแรงตึงผิวที่มีผลต่อการโก่งตัวมากของ
แท่งนาโนย่ืน ตารางท่ี 1 และ 2 แสดงค่ามุมการโก่งตัว 𝜃஻, การโก่ง
ตัวตามแนวนอน 𝑥𝑩/𝐿 , การโก่งตัวตามแนวต้ัง 𝑦𝑩/𝐿 ที่ได้รับโดย
วิธี FEM สร้างเป็นแบบจำลองการโก่งตัวตามระบบพิกัดอินทรินสิก
ได้ค่าใกล้เคียงวิธี SM จากรูปที่ 3-7 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างการ
รับน้ำหนักตัวเองตั้งแต่ 𝑤ෝ௫=8 ถึง 𝑤ෝ௫=13 และค่ามุมการโก่งตัว 
𝜃஻ โดยเปลี่ยนค่าแรงตึงผิวตั้งแต่ 𝐻෡=0 ถึง 𝐻෡=0.4 จะเห็นได้ว่าค่า
มุมการโก่งตัว 𝜃஻ มีค่าลดลงด้วยการเพิ่มขึ้นของค่าแรงตึงผิว 𝐻෡ ดัง
รูปตามลำดับ เพื่อแสดงให้เห็นผลลัพธ์ที่ชัดเจนของผลกระทบจาก
แรงตึงผิว 𝐻෡ จึงนำเสนอรูปที่ 8 กำหนดให้ 𝑤ෝ௫=9 โดยเปรียบเทียบ
ผลกระทบจากแรงตึงผิวเมื่อเพิ่มค่าตั้งแต่ 𝐻෡=0 ถึง 𝐻෡=0.4 ผลลัพธ์
จากค่ามุมการโก่งตัวมีค่า 𝜃஻=62.1616 ที่ 𝐻෡=0 และลดลงจน 𝜃஻ 
เข้าใกล้ 0 ที่ 𝐻෡=0.4 อ้างอิงตามตารางท่ี 1 ทั้งวิธี FEM และ SM 
ผลลัพธ์เชิงตัวเลขของ 2 วิธีข้างต้นให้ค่ามุมการโก่งตัว 𝜃஻ ลดลง
ชัดเจนเป็นแนวทางเดียวกันแสดงให้เห็นว่าในงานวิจัยนี้เชื่อถือได้ 

6. บทสรุป 

บทความนี้ได้นำเสนอแบบจำลองเพื่อวิเคราะห์หาค่าการโก่งตัว
มากของแท่งนาโนยื่นภายใต้การรับน้ำหนักบรรทุกของตัวเอง ระบบ
พิกัดอินทรินสิกไฟไนต์เอลิเมนต์ได้นำมาใช้ในแบบจำลองเพ่ือ
คำตอบแบบไม่เป็นเชิงเส้น สมการเกี่ยวข้องกับพลังงานความเครยีด
เสมือนเนื่องจากการดัดรวมถึงแรงตึงผิวและงานเสมือนที่เกิดจาก
น้ำหนักบรรทุกของตัวเองได้ถูกพัฒนาขึ้น กระบวนการเชิงตัวเลข
โดยใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบไม่เป็นเชิงเส้นและระเบียบวิธียิงเป้าได้
นำมาใช้เพื่อหาค่าการโก่งตัวมากของแท่งนาโน ผลลัพธ์ที่ได้จากทั้ง
สองวิธีมีความสอดคล้องกันเป็นอย่างดี จากการศึกษาน้ีแสดงให้เห็น
ว่าผลกระทบจากแรงตึงผิวมีผลทำให้ค่าของการโก่งตัวลดลง 
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