
การประชุมวิชาการวิศวกรรมโยธาแห่งชาติ คร้ังที่ 26  The 26th National Convention on Civil Engineering 
วันที่ 23-25 มิถุนายน 2564, การประชุมรูปแบบออนไลน์  23-25 June 2021, Online Conference 

 

WRE-18-1 
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บทคัดย่อ 

สมการการไหลแบบหมุนวนสำหรับการไหลแบบปั่นป่วนในปัจจุบันได้ถูกพัฒนา และทดสอบกับข้อมูลในห้องปฏิบัติการโดยมีพื้นฐานมาจากการ
ไหลแบบปั่นป่วนในท่อเรียบ สำหรับการศึกษาน้ีได้นำสมการดังกล่าวมาพัฒนาเพื่อใช้สำหรับศึกษาการไหลในทางน้ำเปิดแบบขั้นบันได โดยที่สามารถ
แบ่งสมการออกเป็นสามส่วน ส่วนแรกเป็นสมการลอการิทึมซึ่งอธิบายผลที่เกิดจากความเค้นเฉือนระหว่างชั้นการไหล กำหนดค่าคงที่ของวอนคาแมน
เท่ากับ 0.41 ส่วนที่สองเป็นสมการพหุนามดีกรี 3 ซึ่งอธิบายผลที่เกิดจากความเค้นเฉือนบริเวณผนัง และส่วนสุดท้ายเป็นสมการพหุนามดีกรี 4 ซึ่ง
อธิบายผลที่เกิดจากการเปล่ียนแปลงความดันของการไหล หรือมีลักษณะคล้ายคลึงกับความเค้นเฉือนแบบไร้ผนัง โดยเสนอค่าคงท่ีการไหลแบบหมุนวน
ของโคลส์เท่ากับ 0.126 การทดสอบใช้ข้อมูลทั้งหมด 68 ชุด มีอัตราการไหลอยู่ระหว่าง 0.0233-3.285 ลบ.ม/วินาที มีความลาดเอียงของทางน้ำอยู่
ระหว่าง 14-30 องศา และมีความสูงของขั้นบันไดอยู่ระหว่าง 0.0380-0.610 ม. พบว่าสมการที่พัฒนาสามารถอธิบายลักษณะการไหลในทางน้ำเปิด
แบบขั้นบันไดได้ดีโดยใช้ข้อจำกัดของความเร็วการไหลอยู่ในช่วง 0 ถึง 4 ม./วินาที  และมีความแม่นยำลดลงเม่ือความสูงของขั้นบันไดมีค่าสูงขึ้น  
คำสำคัญ: อาคารระบายน้ำล้นชนิดขัน้บนัได, การไหลแบบหมุนวน, การไหลแบบปั่นป่วน, การกระจายตัวของความเร็ว, ความหนืดของชั้นการไหลหมุนวน 

Abstract 

The log-wake law for turbulent current has been developed, and tested with laboratory data of turbulent flow in smooth 
pipes. For this study, the log-wake law equation has been developed to be used in stepped spillway. The log-wake law equation 
can be divided into three parts. First part, the logarithmic equation, describes the effect of shear stress between the flow layers. 
Von Karman constant is 0.41. The second part, the third-degree polynomial equation, describes the effect of shear stress on a 
wall. And the last part, the fourth-degree polynomial equation, describes the effect of changing the flow pressure distribution, 
which is similar to the wall-free shear stress. The Coles wake law with a constant wake strength about 0.126 was used. The test 
used 68 data sets, with the flow rate between 0.0233-3.285 m3/s, the spillway slope of 14-30 degrees, and the step height ranges 
0.0380-0.610 m. It was found that the developed log-wake law could well characterize the flow in stepped spillway. The limitation 
of the equation. Is the flow velocity from 0 to 4 m/s and the accuracy decreased as the step height increased. 
Keywords: Stepped spillway, Log-wake law, Turbulence flow, Velocity profiles, Eddy viscosity 
 
1. บทนำ 

สมการที่ใช้ในการอธิบายโปรไฟล์ความเร็วการไหลในปัจจุบันถูก
สันนิษฐานว่าเป็นไปตามสมการลอการิทึมพื้นฐานโดยมีความสัมพันธ์
โดยตรงกับผนังของการไหล [1] และยังสามารถอธิบายได้โดยใช้
สมการกำลัง เนื ่องจากการศึกษาโดยเปรียบเทียบระหว่างสมการ
ลอการิทึมพื้นฐาน กับสมการกำลังโดยใช้สมการทั้งสองในการอธิบาย
โปรไฟล์ความเร็วการของไหลแบบขั้นบันได ผลปรากฎว่าสมการ
ลอการิทึมพ้ืนฐาน มีความแม่นยำกว่าสมการกำลัง [1], [2] 

สมการลอการิทึมที่มีการใช้อยู่ในปัจจุบันมีพื้นฐานมาจากการ
ไหลในท่อเรียบโดยสามารถเขียนได้เป็น 

   ௨

௨∗
ൌ

ଵ


𝑙𝑛

௬௨∗


 𝐵                 (1) 

เม ื ่อ 𝑢 ൌ ความเร ็วการไหลตามความลึกการไหล, 𝑢∗ ൌ 
ความเร็วเฉือน, 𝑘 ൌ ค่าคงที่ของ von Karman, 𝑦 ൌ ความลึกการ
ไหล,  ൌ ความหนืดไคนีมาติก และ 𝐵 ൌ ค่าคงท่ีการอินทิเกรต
ของการไหลซึ่งมีความสัมพันธ์กับความขรุขระของท้องน้ำ   

ต่อมาได้ม ีการพัฒนาสมการพื ้นฐานลอการิทึมให้ม ีความ
เหมาะสมกับการไหลจริงมากขึ ้น โดยที ่สมมุติให้การไหลได้รับ
อิทธิพลจากตัวแปรที่เกี่ยวข้อกับการไหลแบบหมุนวนบริเวณผนัง 
[3] โดยสมการสามารถแสดงได้ดังนี้ 
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เม ื ่ อ   ൌ ค ่าคง ท่ีการไหลแบบหม ุนวนของโคลส์และ 
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ቁ ൌ ฟังก์ชันของการไหลแบบหมุนวน โดยการศึกษา

ฟังก์ชันของการไหลแบบหมุนวน [4]  สมการสามารถแสดงได้ดังนี้ 
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เมื่อ  ൌ อัตราส่วนระหว่างตำแหน่งที่เก็บข้อมูลกับของเขต
การไหล ሺ𝑦/ሻ ดังนั ้นสมการลอการิทึมที่มีฟังก์ชันของการไหล
แบบหมุนวน โดยมีพื้นฐานมาจากการไหลในท่อผิวเรียบ สามารถ
แสดงได้ดังนี้ 
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สมการข้างต้นนี้เรียกว่าสมการการไหลแบบหมุนวน แต่เนื่องจาก
สมการข้างต้นไม่เป็นไปตามทฤษฎีการไหลในท่อผิวเรียบ และขรุขระ 
ทำให้สมการนี ้ไม่สามารถใช้อธิบายการไหลภายในท่อได้อย่าง
ครบถ้วน จึงได้มีการศึกษาและเสนอสมการท่ีอธิบายโปรไฟล์ความเร็ว
การไหลภายในท่อเรียบ [5], [6] โดยสมการสามารถแสดงได้ดังนี้ 
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จากนั้นได้มีการพัฒนาสมการสำหรับอธิบายการไหลในท่อ โดย
ทดสอบจากข้อมูลการไหลในท่อ ซึ่งวิเคราะห์อัตราส่วนระหว่าง
ความหนืดของความปั่นป่วน และปัจจัยเเรงเสียดทานของการไหล 
[7], [8] โดยสมการสามารถแสดงได้ดังนี้ 
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Guo and Julien [9] ได้ศึกษาการใช้สมการการไหลแบบหมุน
วนสมการที่ (6) กับการไหลในทางน้ำเปิด ที่มีตะกอนโดยใช้ข้อมูล
ข อ ง  Cloeman and Neil [10], Kironoto and Graf [11], Lyn 
[12], Sarma and Prasad [13] ในการทดสอบ  

จากข้อมูลดังกล่าวพบว่ายังไม่มีการเสนอสมการสำหรับการไหล
ในทางน้ำเปิดแบบขั้นบันไดที่เหมาะสมกับทฤษฎีของสมการการไหล
แบบหมุนวน ดังนั้นการศึกษานี้จึงมีวัตถุประสงค์เพื่อประยุกต์ใช้
สมการการไหลแบบหมุนวนร่วมกับการไหลแบบปั ่นป่วน เพ่ือ
อธิบายการไหลในทางน้ำเปิดแบบขั้นบันได และวิเคราะห์ข้อมูลที่มี
อยู่เพื่อหาค่าคงที่การไหลแบบหมุนวนของโคลส์ ሺሻ  ที่เหมาะสม
กับการไหลในรูปแบบดังกล่าว 

2. ข้อมูล และการวิเคราะห์ตัวแปรการไหล 

ในการศึกษาน้ีใช้ข้อมูลจากการทดลองของ Frizell [14], Ward 
[15], Boes and Hager [16], Hunt and Kadavy [17] แ ล ะ 
Lueker [18] โดยแต่ละข้อมูลมี องศาของขั้นบันได และ ความสูง
ของขันบันไดที่แตกต่างกันทั้งนี้เพ่ือการวิเคราะห์ที่หลากหลาย 

2.1. ข้อมูลการไหลในทางน้ำเปิดแบบขัน้บนัได 

 Frizell [14] ศึกษาโดยใช้แบบจำลองทางกายภาพ ความยาว 4.72 
เมตร ความสูงรวม 2.36 เมตร และความกว้าง 0.457 เมตร โดยกำหนดมุม
ของรางน้ำ 26.6 องศา ความลาดเอียงของขั้นบันได คือ 0 และ 15 องศา 
มีความสูงของขั้นบันได คือ 5.10 เซนติเมตร ความกว้างของขั้นบันได คือ 
10.20 เซนติเมตร อัตราการไหลที่ใช้ในการทดสอบเท่ากับ 0.245 ลูกบาตร์
เมตรต่อวินาที ผลการทดสอบพบว่าขั้นบันไดที่มีความลาดชัน 0 องศา 
สามารถสลายพลังงานได้ดีกว่าขั้นบันไดที่มีความลาดชัน 15 องศา 

Ward [15] ศึกษาโดยใช้แบบจำลองทางกายภาพ ความยาว 34.14 
เมตร ความสูงรวม 15.24 เมตร และความกว้างของราง 1.22 เมตร โดย
กำหนดมุม 26.60 องศา มีความสูงของขั้นบันได คือ 60.96 เซนติเมตร 
ความยาวของขั้นบันได คือ 30.48 เซนติเมตร อัตราการไหลที่ใช้ในการ
ทดสอบอยู่ระหว่าง 0.57-3.28 ลูกบาตร์เมตรต่อวินาที ผลการทดสอบการ
ไหลในทางน้ำเปิดแบบขั้นบันไดสามารถสลายพลังงานความเร็วได้ถึง 32% 

Boes and Hager [16] ศึกษาโดยใช้แบบจำลองทางกายภาย ความ
ยาว 5.7 เมตร และความกว้า 0.5 เมตร โดยกำหนดมุม 30, 40, 50 องศา 
ตามลำดับ โดยมีความสูงของขันบันได เท่ากับ 23.10, 46.20, และ 92.40 
มิลลิเมตร สำหรับความลาดเอียง 30 องศา ความสูงขั้นบันได เท่ากับ 
31.10 และ 93.30 มิลลิเมตร สำหรับความลาดเอียง 50 องศา และ ความ
สูงของขันบันไดเท่ากับ 26.10 มิลลิเมตร สำหรับความลาดเอียง 40 องศา 
โดยอัตราการไหลในการทดลองอยู่ระหว่าง 0.023-0.19 ลูกบาตร์เมตรต่อ
วินาที ผลศึกษานี้ได้เสนอสมการกำลังเพื่ออธิบายการกระจายความเร็ว
การไหลในทางน้ำเปิด ซึ่งได้ผลความแม่นยำอยู่ที่ 80%  

Hunt and Kadavy [17] ศึกษาโดยใช้แบบจำลองทางกายภาย ความ
ยาว 10.82 เมตร และกว้าง 1.8 เมตร ส่วนบ่น ยาว 2.44 เมตร ความสูง
รวมของขั้นบันได 1.52 เมตร รวมทั้งหมด 40 ขั้น โดยบันไดแต่ละขั้น สูง 
3.8 เซนติเมตร และกว้าง 15.2 เซนติเมตร ความชันของรางน้ำ 14 องศา 
โดยอัตราการไหลในการทดลองอยู่ระหว่าง 0.18-1.48 ลูกบาตร์เมตรต่อ
วินาที โดยมีตำแหน่งการเก็บข้อมูล ผลการทดสอบพบว่ามีค่าการสูญเสีย
พลังงานจากการไหลประมาณ 30% 

Lueker [18] ศึกษาโดยใช้แบบจำลองทางกายภาพ ความยาว 40.2 
เมตร และกว้าง 2.74 เมตร ประกอบด้วยรางน้ำที่มีความชัน 2 องศา ยาว 
23.46 เมตร และขันบันไดยาวทั้งหมด 2.35 เมตร รวมขันบันไดทั้งหมด 
68 ขั้น ความชันของรางน้ำ 21.8 องศา โดยอัตราการไหลในการทดลองอยู่
ระหว่าง 0.19-2.56 ลูกบาตร์เมตรต่อวินาที ผลการทดสอบ พบว่าทาง
ระบายน้ำล้นสามารถกระจายพลังงานได้ถึง 45% 

2.2. การวิเคราะห์ตวัแปรการไหล 

 โดยทั ่วไปการไหลในทางน้ำเปิดแบบขั ้นบันไดมีลักษณะการ
กระจายความเร็วของหน้าตัดการไหลตามความลึกของน้ำ ซึ่งมีลักษณะ
คล้ายคลึงกับสมการพาราโบลาพื้นฐาน จากข้อมูลข้างต้นสามารถจัด
ข้อมูลให้อยู ่ในรูปสมการพาราโบลาพื้นฐาน โดยกำหนดแกน x คือ 
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ความลึกจากขั้นบันไดจนถึงผิวน้ำ ሺ𝑦  𝑑ሻ และแกน y คือ ความเร็ว
การไหลตามความลึกการไหล ሺ𝑢ሻ สมการสามารถแสดงได้ดังนี้ 

𝑢 ൌ 𝐵ଶሺ𝑦  𝑑ሻଶ  𝐵ଵሺ𝑦  𝑑ሻ  𝐶            (7) 

เมื่อ 𝐶 ൌ ค่าคงที่ของสมการ ดังนั้นจากทฤษฎีที่ใช้ในการหา
จุดยอด, จุดสูงสุด และ จุดต่ำสุดของสมการพาราโบลาพื ้นฐาน 
สามารถประยุกต์เพื่อใช้หาขอบเขตชั้นการไหล ሺ𝛿ሻ และความเร็ว
สูงสุด ሺ𝑢ሻ โดยสมการสามารถแสดงได้ดังนี้ 

𝛿 ൌ െ
భ

ଶమ
                             (8) 

𝑢 ൌ 𝐶 െ
భ

మ

ସమ
                          (9) 

จากนั้นเมื ่อทราบค่าขอบเขตชั้นการไหล ሺ𝛿ሻ และความเร็ว
สูงสุด ሺ𝑢ሻ สามารถวิเคราะห์ตัวแปรโดยใช้สมการการไหลแบบ
หมุนวน โดยจัดรูปสมการที่ (6) ให้อยู่ในรูปของ Velocity-Defect 
Law Deviation จากการวิเคราะห์โดยใช้สมการดังกล่าวหาตัวแปร
การไหล ของการไหลที่มีตะกอนซึ่งได้ค่าตัวแปรใกล้เคียงกับข้อมูลที่
เก็บวัดได้จริง [9] โดยสมการสามารถแสดงได้ดังนี้ 

௨ି௨

௨∗
ൌ െ

ଵ


𝑙𝑛 

ଶ


𝑐𝑜𝑠ଶ ቀ
గ
ଶ

ቁ െ ሺ
ଵିయ

ଷ
ሻ         (10) 

จัดรูปสมการที ่ (10) ให้อยู ่ในรูปสมการลอการิทึมพื ้นฐาน 
สามารถแสดงได้ดังนี้ 

𝑢 ൌ
௨∗


𝑙𝑛  𝐵𝑢∗                      (11) 

เมื่อ 

𝐵𝑢∗ ൌ 𝑢 െ
ଶ


𝑐𝑜𝑠ଶ ቀ
గ
ଶ

ቁ െ ሺ
ଵିయ

ଷ
ሻ         (12) 

𝐵𝑢∗ ൌ 𝑢 െ
௨∗


ሺ2 െ

ଵ

ଷ
ሻ                (13) 

เมื่อ  ൌ ሺ𝑦  𝑑ሻ/ จากนั้นใช้สมการที่ (11) และสมการที่ 
(13) ในการหาค่าของตัวแปร 𝑢∗ และ   จากการศึกษาขอบเขต
ชั้นการไหลแบบปั่นป่วนแบบพื้นผิวเรียบ และแบบพื้นผิวขรุขระ
พบว่า 𝑑 ൌ 0.25𝑘௦ [19] โดยที่ 𝑘௦ ൌ ความสูงของขั้นบันไดใน
ทิศทางเดียวกับการไหล ሺ𝑘௦ ൌ ℎ𝑐𝑜𝑠𝜃ሻ 

2.2.1. ขั้นตอนการวิเคราะห์ข้อมูล  

การวิเคราะห์ข้อมูลการไหลตามสมการทั้งหมดในหัวข้อ 2.2 
โดยจะใช้ข้อมูลของ Frizell [14] แสดงตัวอย่างเพื่อให้เห็นขั้นตอน 
โดยเริ่มจากการนำข้อมูลที่ได้จากการเก็บวัดจากการทดสอบมาจัด
อยู่ในรูปของตาราง แสดงดังตารางที่ 1  

ตารางท่ี 1 ความเร็วการไหล 𝑢 ሺ𝑚/𝑠ሻ  และตำแหน่งของการเก็บ
วัดข้อมูล 𝑦  𝑑 ሺ𝑚ሻ 

𝑦  𝑑 ሺ𝑚ሻ 𝑢 ሺ𝑚/𝑠ሻ 
0.019 2.055 
0.021 2.247 
0.027 
0.034 
0.039 
0.046 
0.052 
0.064 
0.077 
0.090 
0.102 
0.115 
0.127 
0.140 
0.148 

2.700 
3.083 
3.274 
3.449 
3.605 
4.058 
4.110 
4.145 
4.163 
4.215 
4.337 
4.389 
4.424 

จากตารางที่ 1 ทราบว่าตำแหน่งของการเก็บข้อมูล ሺ𝑦  𝑑ሻ 

เท่ากับ 0.148 m ซึ่งมีค่าความเร็วการไหลสูงสุดเท่ากับ 4.424 m/s  
ทำการพล็อตกราฟโดยกำหนดแกน x คือ ความลึกจากขั้นบันได
จนถึงผิวน้ำ ሺ𝑦  𝑑ሻ และแกน y คือ ความเร็วการไหลตามความ
ลึกการไหล ሺ𝑢ሻ  ซึ่งสามารถแสดงได้ดังรูปที่ 1 จากรูปที่ 1 สามารถ
เขียนให้อยู่ในรูปแบบของสมการที่ (7) ได้ดังนี้  

𝑢 ൌ െ220.34ሺ𝑦  𝑑ሻଶ  51.46ሺ𝑦  𝑑ሻ  1.43  (14) 

จากสมการที่ (14) สามารถคำนวณหาขอบเขตชั้นการไหล ሺ𝛿ሻ 
และคำนวณหาความเร็วส ูงส ุดของการไหล ሺ𝑢ሻ โดยแทนค่า 
𝐵ଶ ൌ െ220.34, 𝐵ଵ ൌ 51.46 และ 𝐶 ൌ 1.43 ลงในสมการ
ที่ (8) และสมการที่ (9) ตามลำดับได้ดังนี้  

 𝛿 ൌ െ
ହଵ.ସଵ

ଶሺିଶଶ.ଷସଶሻ
ൌ 0.117 𝑚            (15) 

𝑢 ൌ 1.431 െ
ሺହଵ.ସଵሻమ

ସሺିଶଶ.ଷସଶሻ
ൌ 4.436 𝑚/𝑠     (16) 
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รูปที่ 1 ความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของการไหล, 𝑢 ሺ𝑚/𝑠ሻ 
(แกน y) เปรียบเทียบกับตำแหน่งที ่เก็บข้อมูล, 𝑦 

𝑑 ሺ𝑚ሻ (แกน x) 

ดังนั้นจากการคำนวณข้างต้นทำให้ทราบค่า ความเร็วสูงสุดของ
การไหลในทางน้ำเปิดแบบขั้นบันได ሺ𝑢ሻ และขอบเขตชั้นการ
ไหลሺ𝛿ሻ ของหน้าตัดการไหล 

จากนั ้นสามารถทำการคำนวณหาค่าความเร็วเฉือน ሺ𝑢∗ሻ และ
ค่าคงที่การไหลแบบหมุนวนของโคลส์ ሺሻ โดยใช้สมการที่ (11) สมการ
ที่ (13) และค่าจากตารางที่ 1 โดยนำค่าขอบเขตชั้นการไหล ሺ𝛿ሻ หาค่า
อัตราส่วนระหว่างตำแหน่งที่เก็บข้อมูลกับขอบชั้นเขตการไหล ሺሺ𝑦 

𝑑ሻ/ሻ  พบมีว่าข้อมูลทั้งหมด 12 ข้อมูลที่มีค่าอยู่ในช่วง 0 ൏  ൏ 1 
จากนั้นนำข้อมูลตามตารางตารางที่ 1 พล็อตกราฟให้อยู่ในรูปสมการ
ลอการิทึมพื้นฐานโดย กำหนดแกน x คือ อัตราส่วนระหว่างตำแหน่งที่
เก็บข้อมูลกับของเขตการไหล ሺሻ และแกน y คือ ความเร็วการไหลตาม
ความลึกการไหล ሺ𝑢ሻ สามารถแสดงดังรูปที่ 2 จากรูปที่ 2 สามารถเขียน
ให้อยู่ในรูปแบบของสมการที่ (11) ได้ดังนี้  

𝑢 ൌ 1.235𝑙𝑛  4.505                  (17) 

จากสมการที่ (17) มีความชันเท่ากับ u∗/𝑘 ൌ 1.235 สามารถ
คำนวณหาความเร็วเฉือน ሺu∗ሻ โดยหาจากความชันของสมการที่ (17) 
กำหนดให้ค่าคงท่ีของ von Karman 𝑘 ൌ 0.41 ได้ดังนี้ 

𝑢∗ ൌ 1.235𝑘 ൌ 1.235𝑥0.41 ൌ 0.506 𝑚/𝑠   (18) 

จากสมการที่ (17) ค่าคงที่ของสมการเท่ากับ 𝐵𝑢∗ ൌ 4.505 
สามารถคำนวณหาค่าคงท่ีการไหลแบบหมุนวนของโคลส์ ሺሻ โดย
แทนค่า 𝐵𝑢∗, 𝑢 และ 𝑢∗ ลงในสมการที่ (13) สามารถเขียนได้ดังนี้  

 ൌ 0.5ሺሺ4.505 െ 4.436ሻ .ସଵ

.ହ


ଵ

ଷ
ሻ ൌ 0.139  (19) 

 

รูปที่ 2  ความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของการไหล, 𝑢 ሺ𝑚/𝑠ሻ 
(แกน y) เปรียบเทียบกับอัตราส่วนระหว่างตำแหน่งที่
เก็บข้อมูลกับของเขตการไหลሺሻ (แกน x) 

ดังนั้นจากการคำนวณตามขั้นตอนที่กล่าวมาในหัวข้อ 2.2.1 กับ
ข้อมูลทุกชุด เพื่อหาค่าคงท่ีการไหลแบบหมุนวนของโคลส์ ሺሻ โดย
กำหนดให้ค่าคงที่ของ von karman ሺ𝑘ሻ มีค่าเท่ากับ 0.41 พบว่ามี
ค่าคงท่ีการไหลแบบหมุนวนของโคลส์ ሺሻ เฉล่ียเท่ากับ 0.126 

3. ขั้นตอนการศึกษา 

การศึกษานี้สามารถแบ่งลำดับขั้นตอนแสดงดังรูปที่ 3 

รวบรวมข้อมูลการ
ทดสอบการไหลในทางนํ้า

เปิดแบบขั้นบันได

วิเคราะห์หาตัวแปรที่เก ี่ยวข้องกับการ
ไหลในทางน้ําเปิดแบบขั้นบันได

วิเคราะห์หาตัวแปรที่เก ี่ยวข้องกับการ
การไหลแบบหมุนวน

วิเคราะห์ทฤษฎีการไหลในทางนํ้าเปิด
แบบขันบันได 

วิเคราะห์หาฟังก์ชันการไหลแบบหมุนวน
ของการไหลในทางน้ําเปิดแบบข้ันบันได

เสนอสมการท่ีเหมาะสมส ําหร ับการไหล
ในทางน้ําเปิดแบบขั้นบันได

เปร ียบเทียบผลระหว่างสมการการไหล
แบบหมุนวนสมการที่ (10) กับสมการ
การไหลแบบหมุนวนที่เหมาะสําหร ับ
การไหลในทางนํ้าเปิดแบบขั้นบันได

สมการที่ (41)  

รูปที่ 3  แผนผังขั้นตอนการศึกษา 

4. แก้ไขสมการการไหลแบบหมุนวน 

ในบทนี้ทำการศึกษาเพื่อแก้ไขสมการการไหลแบบหมุนวนให้มี
ความเหมาะสมสำหรับการไหลในทางน้ำเปิดแบบขันบันได โดยส่วน
ที่ 1 วิเคราะห์ทฤษฎีของการไหลแบบขั้นบันได ส่วนที่ 2 วิเคราะห์
ตัวแปรที่มีอิทธิพลต่อการเปลี่ยนแปลงความดัน ส่วนที่ 3 วิเคราะห์
ตัวแปรที ่มีอิทธิพลต่อความเค้นเฉือนบริเวณผนัง และส่วนที่ 4 
แสดงผลการเปรียบเทียบสมการการไหลแบบหมุนวน 
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4.1. วิเคราะห์ทฤษฎีการไหลแบบข้ันบันได 

 การศึกษานี ้กำหนดขอบเขต การพิจารณาการไหลแบบ
ขั้นบันไดที่มีสภาพการไหลแบบปั่นป่วน โดยสมมุติให้เป็นการไหล
แบบไม่สามารถอัดตัวได้ การไหลผ่านหน้าตัดการไหลเป็นการไหล
คงที ่ ในท ิศทางแกน x และกำหนดให้ต ัวแปรท ุกต ัวไม่ม ีการ
เปลี ่ยนแปลงตามแกน z วิเคราะห์โดยใช้สมการโมเมนตัม และ
สมการความต่อเนื่อง โดยสามารถแสดงสมการได้ดังนี้ 

สมการความต่อเนื่อง (Continuity Equation) 

డ

డ௧


డ௨

డ௫


డ௩

డ௬


డ௪

డ௭
ൌ 0                   (20) 

สมการโมเมนตัม (Momentum Equation) 

𝑥 െ 𝜌 ቀ
డ௨
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௨డ௨
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డఛೣ

డ௬


డఛೣ

డ௭
  (21) 

𝑦 െ 𝜌 ቀ
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డఛ

డ௭
   (22) 

จากรูปที ่ 4(a) เมื ่อวิเคราะห์การไหลในทิศทางแกน x โดย
สมการสามารถแสดงได้ดังนี้ 

𝑑𝑦𝑑𝑧 െ ቀ𝑃𝑑𝑦𝑑𝑧 
డ

డ௫
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧ቁ െ 𝜏௬௫𝑑𝑥𝑑𝑧 

                      ቀ𝜏௬௫𝑑𝑥𝑑𝑧 
డఛೣ

డ௬
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧ቁ ൌ  𝐹    (23) 

จากเงื่อนไขของขอบเขตที่ใช้วิเคราะห์การไหลในทางน้ำเปิด
แบบขั ้นบันได เมื ่อใช้ร่วมกับสมการที ่ (20), สมการที่ (21) และ
สมการที่ (22) นำเงื่อนไขทั้งหมดแทนลงในสมการที่ (23) และจาก
รูปที่ 4(a) วิเคราะห์พื้นผิวการไหลของปริมาตรควบคุมที่สนใจ ใน
ทิศทาง 𝑑𝑥, 𝑑𝑦 และ 𝑑𝑧 โดยเป็นพ้ืนผิวที่ถูกแรงดัน และความเค้น
เฉือนกระทำเนื่องจากการไหล สมการสามารถแสดงได้ดังนี้ 

൫ሺ𝑦  𝑑ሻ െ 𝐻൯ ቀ
ௗ

ௗ௫
ቁ െ 2𝜏௬௫  2

ௗఛೣ

ௗ௬
൫𝐻 െ

                                                    ሺ𝑦  𝑑ሻ൯  ൌ 0         (24) 

เมื่อ 𝜏௬௫ ൌ ความเค้นเฉือน เนื่องจากการไหลในทางนำ้เปิดแบบ
ขั้นบันได ถูกแบ่งเป็นชั้นการไหลย่อยๆ ดังนั้นการวิเคราะห์หน้าตัดการ
ไหลจึงจำเป็นต้องวิเคราะห์ความหนืดระหว่างชั้นของการไหลด้วย จาก
การวิเคราะห์ความหนืดของชั้นการไหลสำหรับการไหลในทางน้ำเปดิที่
มีท้องน้ำแบบลาดเอียง [20] ได้เสนอสมการดังนี้ 

𝜏௬௫ ൌ 𝜌𝜀௬̅௫
డ௨

డ௬
                          (25) 

เมื่อ 𝜀௬̅௫ ൌ 𝑢∗𝐻, 𝑢∗ ൌ ට
𝜏0
𝜌  และ  ൌ ความหนืดของชั้นการ

ไหลแบบไร้มิติ 

x
x+dx

                   

ks

z0

d

l
h

HT

L
 

รูปที่ 4 (a) การวิเคราะห์การไหลในทางน้ำเปิดแบบขั้นบันไดโดยใช้สมการโมเมนตัม, (b) ตัวแปรที่เกี่ยวข้องกับการวิเคราะห์การไหลในทางน้ำ
เปิดแบบขั้นบันได 

จากสมการที่ (25) พบว่าความเร็วเฉือนมีความสัมพันธ์กับความ
เค้นเฉือนท้องน้ำ ดังนั้นจึงต้องหาค่าของความเค้นเฉือนท้องน้ำ โดย
การอินทิเกรตสมการที่ (24) ทำให้สามารถหาค่าคงที่การอินทิเกรต
ซึ่งมีค่าเท่ากับ െ2𝜏ሺ𝐻ሻ จากนั้นแทนค่าคงที่ลงในสมการที่ (24) 
และจัดรูปสมการใหม่ จะสามารถแสดงได้ดังสมการท่ี (26) 

𝜏௬௫ ൌ
ఛబሺுሻ

ሺுିሺ௬ାௗሻሻ


ଵ

ସ
ቀ

ௗ

ௗ௫
ቁ ቀ

ሺଶுିሺ௬ାௗሻ

ሺுିሺ௬ାௗሻ
ቁ ሺ𝑦  𝑑ሻ  (26) 

แทนค่า 𝑦  𝑑 ൌ 𝐻,  𝜏௬௫ ൌ 0  ลงในสมการที่ (26) และ
จัดรูปสมการ เพ่ือให้รูปแบบของสมการมีความคล้ายคลึงกับสมการ
การไหลแบบหมุนวน จะสามารถแสดงได้ดังสมการท่ี (27) 

(a) (b) 
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ଵ

௨∗

ௗ௨

ௗ௬
ൌ

ଵ

൫ுିሺ௬ାௗሻ൯


ு

ସఛబ
ቀ

ௗ

ௗ௫
ቁ ቀ

ሺଶுିሺ௬ାௗሻ

ሺுିሺ௬ାௗሻ
ቁ

 ሺ௬ାௗሻ


   (27) 

แทนค่า  ൌ ሺ𝑦  𝑑ሻ/𝐻  ลงในสมการที่ (27) และจัดรูป
ใหม่ จากนั้นทำการอินทิเกรต จะได้สมการเป็น 

௨

௨∗
ൌ 

ௗ
ሺଵିሻ

  ቀ
ିଶ

ଵି
ቁ

 


𝑑                (28) 

เนื่องจากสมการที่ (28) มีตัวแปรที่ไม่สามารถหาค่าได้อยู่ ดังนั้น
จึงใช้วิธีทางคณิตศาสตร์ผนวกกับลักษณะการไหลของการไหลแบบ
ขั ้นบันได เพื ่อแก้ปัญหาโดยจากสมการที ่ (28) แสดงให้เห็นว่า
อ ิทธ ิพลที ่ม ีผลต ่อโปรไฟล ์ความเร ็วของการไหลแบ่งเป ็น 2
ส่วนประกอบด้วย ส่วนที่ 1 คือ  ௗ

ሺଵିሻ
 ซึ่งได้รับอิทธิพลจากความ

เค้นเฉือนบริเวณผนัง และส่วนที่ 2 คือ  ቀ
ିଶ

ଵି
ቁ

 


𝑑  ซึ่งได้รับ
อิทธิพลจากการเปลี่ยนระดับของความดัน ดังนั้นจากผลของความ
เค้นเฉือนเป็นไปตามโปรไฟล์การไฟลแบบขั้นบันได จากรูปที่ 4(a) 
และรูปที่ 4(b) Guo and Julien [8] จึงสันนิษฐานให้เทอมแรก
สามารถหาค่าได้โดยสมการลอการิทึม แสดงได้ดังนี้ 

௨

௨∗
ൌ

ଵ


ln ቀ

ሺ௬ାௗሻ௨∗


ቁ  𝐴  𝑤ଵሺሻ    𝑤ଶሺሻ      (29)  

เมื ่อ 𝑤ଵሺሻ และ 𝑤ଶሺሻ เป็นฟังก์ชันการไหลแบบหมุนวน
ของการไหลในทางน้ำเปิดแบบขั้นบันได                               

4.2. วิเคราะห์ความเคน้เฉือนแบบไร้ผนัง 

 เมื ่อพิจารณาขอบเขตการกระจายแรงดันของการไหลแบบ
ขั้นบันได 𝑤ଶሺሻ ൌ  ቀ

ିଶ

ଵି
ቁ

 


𝑑  ซึ่งถือได้ว่าเป็นความเค้นเฉือน
แบบไร้ผนังซึ่งคล้ายคลึงกับขอบเขตการไหลผ่านพื้นผิวโค้ง สามารถ
วิเคราะห์ขอบเขตของ 𝑤′ଶሺሻ โดยใช้วิธีทางคณิตศาสตร์ ได้ผลดังนี ้

𝑤ᇱ
ଶሺ ൌ 0ሻ ൌ 0                        (30)  

𝑤′ଶሺ ൌ 1ሻ ൌ 0                        (31)  

เนื่องจาก 𝑤ଶሺሻ มีลักษณะคล้ายคลึงกับการเฉือนแบบไร้ผนัง 
ดังนั้นจากรูปที่ 4(b) จะสังเกตได้ว่า  𝑊ሺሻ บริเวณท้องน้ำ หรือ 
 ൌ 0 จะมีค่าเท่ากับ ดังนั้น 

𝑤ଶሺ ൌ 0ሻ ൌ 0                        (32)  

จากการศึกษาสมการการไหลแบบหมุนวน [3] เสนอขอบเขต
ฟังก์ชันการไหลแบบหมุนวนของการไหลในทางน้ำเปิดเมื่อ  ൌ 1 
แสดงได้ดังนี้ 

𝑊ሺሻ ൌ 𝑤ଶሺ ൌ 1ሻ ൌ 2                 (33)  

เนื่องจากลักษณะของหน้าตัดการไหลเป็นไปตามสมการโพลิโน
เมียล ดังนั้นจึงเลือกใช้สมการโพลิโนเมียลกำลังสาม เพราะยิ่งกำลัง
สูงขึ ้นจะส่งผลลน้อยลงต่อการคำนวณ ดังนั ้นจากเงื ่อนไขของ
ขอบเขตการไหล จะได้สมการดังนี้ 

௨

௨∗
ൌ

ଵ


𝑙𝑛 ቀ

ሺ௬ାௗሻ௨∗


ቁ  𝐴  𝑤ଵሺሻ 

గ


൫െ4ଷ  6ଶ൯               

(34)  

จากผลการวิเคราะห์ขอบเขตการไหล โดยใช้วิธี พบว่าสมการความ
เค้นเฉือนแบบไร้ผนัง มีความคล้ายคลึงกับสมการของ White [21] 

4.3. วิเคราะห์ความเคน้เฉือนบรเิวณผนัง 

 เมื่อพิจารณาอิทธิพลจากความเค้นเฉือนบริเวณผนังของการไหล
แบบขั้นบันได โดยใช้วิธีทางคณิตศาสตร์ สามารถวิเคราะห์ขอบเขต
ของ 𝑤ଵሺሻ จากสมการที่ (34)  โดยใช้วิธีทางคณิตศาสตร์ ได้ผลดังนี้ 

𝑤′ଵሺ ൌ 1ሻ ൌ െ
ଵ


                        (35)  

𝑤′ଵሺ ൌ 0ሻ ൌ 0                          (36)  

𝑤′′ଵሺ ൌ 1ሻ ൌ
ଵ


 

ଵଶగ


                     (37)  

𝑤ᇱᇱ
ଵሺ ൌ 0ሻ ൌ െ

ଵଶగ


                       (38)  

เนื่องจาก 𝑤ଵሺሻ มีลักษณะความเค้นเฉือนบริเวณผนัง ดังนั้น
จาก รูปที่ 4(b) จะสังเกตได้ว่า  𝑊ሺሻ บริเวณท้องน้ำ เมื่อ  ൌ 0 
จะมีค่าเท่ากับ ดังนั้น 

𝑤ଵሺ ൌ 0ሻ ൌ 0                     (39) 

จากน้ันทำการวิเคราะห์โดยใช้วิธีทางคณิตศาสตร์ จากขอบเขต
การไหลที่มีผลจากความเค้นเฉือนบริเวณผนัง ได้ดังนี้ 

௨

௨∗
ൌ

ଵ


ln ቀ

ሺ௬ାௗሻ௨∗


ቁ  𝐴 

ଵ


ቀሺ8 െ 2.92k 

                        1ሻଷ  ሺെ6  2.19k െ 1ሻସቁ     (40) 

จากสมการข้างต้นมีค่าแตกต่างจากสมการการไหลแบบหมุนวน
ตามแบบของ [3], [8] เนื่องจากสมการที่ (40)  ได้ถูกปรับเพื่อให้เห
มะสมกับการไหลแบบขั้นบันได ดันนั้นสามารถจัดรูปใหม่โดยแทน
ค่า  ൌ 1, 𝑢 และ 𝑤ଵሺ1ሻ ൌ  െ0.73 ลงในสมการที ่ (34) 
และทำการจัดรูปใหม่ แสดงได้ดังสมการ  
௨ି௨

௨∗
ൌ െ

ଵ


ln ቀ

ሺ௬ାௗሻ

ఋ
ቁ 

ଵ


ሺሺ2 െ 0.73𝑘ሻ ቀሺ8 െ

        2.92k  1ሻଷ  ሺെ6  2.19k െ 1ሻସቁ     (41) 
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4.4. ผลการเปรียบเทียบ 

 เมื ่อนำสมการที ่ (38) มาทดสอบโดยใช้ข้อมูล Frizell [14], 
Ward [15], Boes and Hager [16], Hunt and Kadavy [17] และ 

Lueker [18] เพื่อแสดงผลเปรียบเทียบค่าของสมการการไหลแบบ
หมุนวนของ Guo and Julien [9] และ สมการการไหลแบบหมุนวน
ที่เหมาะสมกับการไหลแบบข้ันบันได แสดงตัวอย่างผลดัง รูปที่ 5 

                

                   

รูปที่ 5  แสดงความสัมพันธ์ระหว่างข้อมูลที่ได้จากการเก็บวัดจริง (แกน x) เปรียบทียบกับข้อมูลที่สามารถคำนวณได้จากสมการ (แกน y), 
(a)คำนวณได้จากสมการที่ (10) และ (b)คำนวณได้จากสมการที่ (41) โดยใช้ข้อมูลของ Frizell [14] 

ดังนั้นจากผลการเปรียบเทียบสมการการการไหลแบบหมุนวนสมการที่ (10) กับสมการการไหลแบบหมุนวนที่เหมาะสมกับการไหลในทางน้ำ
เปิดแบบขั้นบันไดสมการที่ (41) สามารถสรุปโดยใช้ค่าทางสถิติได้ดังตารางที่ 2 

ตารางท่ี 2  ข้อมูลทางสถิติของผลการเปรียบเทียบสมการการการไหลแบบหมุนวน 

Authors  
สมการการไหลแบบหมุนวน สมการที่ (10) สมการการไหลแบบหมุนวน สมการที่ (41) 

Correlation coefficient(Rcc)  R Square(R2) Correlation coefficient(Rcc) R Square(R2) 
Frizell [14] 0.947 0.992 0.993 0.992 
Ward [15] 0.873 0.927 0.948 0.938 

Bose and Hager [16] 0.966 0.977 0.975 0.978 
Hunt and Kadavy [17]  0.95 0.972 0.994 0.975 

Lueker [18] 0.91 0.964 0.951 0.961 
 

5. สรุป 

จากการศึกษาสมการหมุนวนร่วมกับสมการการไหลแบบปั่นป่วน
ในการจำลองพฤติกรรมการไหลบนทางน้ำที่มีความชันสูง โดยใช้การ
วิเคราะห์ทางทฤษฎี ทางกายภาพและทางคณิตศาสตร์ จากการ
วิเคราะห์ดังกล่าวทำให้ทราบว่าการไหลในทางน้ำเปิดแบบขันบันได 
ได้รับอิทธิพลจากสองส่วน คือ ความเค้นเฉือนบริเวณผนัง และผลจาก
การไล่ระดับความดัน(การเฉือนแบบไร้ผนัง) เพ่ือปรับสมการลอการิทึม
พื้นฐาน และสมการการไหลแบบหมุนวนให้เหมาะสมสำหรับการไหล
ในทางน้ำเปิดแบบขั้นบันได แสดงในสมการที่ (41) ดังนั้นจากผลการ
วิเคราะห์สามารถสรุปดังต่อไปน้ี 

1) สมการที่เสนอประกอบด้วยกันสามส่วน คือ ส่วนที่เป็น
สมการลอการิทึมโดยสมุติให้ค่าคงที่ของ von Karman มีค่าเท่ากับ
0.41 ส่วนที่เพิ่มเติมเป็นสมการพหุนามกำลัง 3 โดยมีค่าคงที่การไหล
แบบหมุนวนของโคลส์เท่ากับ 0.126 และส่วนที่ปรับแก้ให้มีความ
เหมาะกับการไหลในทางน้ำเปิดแบบขั้นบันได โดยเป็นสมการพหุนาม
กำลัง 4 จะสังเกตได้ว่าในสมการจะมีค่าคงที่การไหลแบบหมุนวนของ
โคลส์ เพ่ือให้สอดคล้องกับลักษณะการไหลในทางน้ำเปิดแบบขั้นบันได 
ซึ่งเป็นผลจากการไหลแบบหมุนวนบริเวณขั้นบันได  
2) จากผลการเปรียบเทียบสมการการไหลแบบหมุนวน 
สมการที่ (10) ซึ่งเป็นสมการในรูปแบบของโคไซน์ กับสมการการไหล
แบบหมุนวน สมการที่ (41) ซึ่งเป็นสมการในรูปแบบของสมการพหุ
นาม โดยมีข้อมูลทั้งหมด 68 ชุด จากการเปรียบเทียบเชิงสถิติพบว่า 
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สมการการไหลแบบหม ุนวน สมการท ี ่  (41) ม ีค ่ า Correlation 
coefficient (Rcc) มากกว่าสมการการไหลแบบหมุนวน สมการที่ (10) 
อยู่ใช่ช่วงประมาณ 2-10 เปอร์เซ็นต์ แสดงดังตารางที่ 2 ซึ่งสามารถ
สรุปตามนัยทางสถิติได้ว่า การใช้สมการสมการการไหลแบบหมุนวน 
สมการที่ (41) ในการคำนวณจะได้ข้อมูลที่เป็นไปในทิศทางเดียวกับ
ข้อมูลจากการทดสอบ(ข้อมูลเก็บวัด) และมีความเข้าใกล้กันระหว่าง
ข้อมูลมากกว่าสมการการไหลแบบหมุนวน สมการที่ (10) ดังนั้นการใช้
สมการสมการการไหลแบบหมุนวน สมการที่ (41) มีความเหมาะสมกับ
การไหลในทางน้ำเปิดแบบขั้นบันไดมากกว่า 

6. กิตติกรรมประกาศ 

ขอขอบคุณมหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกล้าธนบุรี และ
ภาควิชาวิศวกรรมโยธามหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกล้าธนบุรี  
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