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การวิเคราะห์การแอ่นตัวมากของท่อลำเลียงของไหลท่ีมีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้โดยวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 
LARGE DEFLECTION ANALYSIS OF VARIABLE-ARC-LENGTH PIPE TRANSPORTING FLUID USING FINITE ELEMENT 
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บทคัดย่อ 

บทความนี้นำเสนอการวิเคราะห์การแอ่นตัวมากของท่อลำเลียงของไหลที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้โดยคำนึงถึงผลกระทบจากแรงทาง
ด้านข้างและการเปล่ียนแปลงแรงดันของไหลภายในท่อ แบบจำลองทางคณิตศาสตร์ของท่อได้รับการพัฒนาขึ้นโดยใช้หลักการพลังงาน นอกจากนั้น
ระบบสมการเชิงอนุพันธ์อันดับที่หนึ่งแบบไม่เป็นเชิงเส้นสำหรับคำนวณหาแรงภายในท่อซึ่งได้จากการพิจารณาสมดุลของแรงและโมเมนต์ของช้ิน
ส่วนย่อยของท่อ การเปล่ียนแปลงความดันภายในท่อสามารถคำนวณได้โดยอาศัยสมการของอ็อยเลอร์-แบร์นูลลี ในการศึกษานี้ ระเบียบวิธีไฟไนต์เอ
ลิเมนต์ถูกใช้สำหรับการแก้ปัญหาเชิงตัวเลข ซึ่งพบว่าได้คำตอบที่สอดคล้องกับวิธียิงเป้าจากงานวิจัยในอดีต ผลคำตอบเชิงตัวเลขแสดงให้เห็นว่า 
ความเร็วของไหลและแรงอัดที่จุดรองรับทำให้ท่อเกิดการแอ่นตัวเพ่ิมขึ้นและส่งผลให้ท่อสูญเสียเสถียรภาพ 
คำสำคัญ: การแอ่นตัวมาก, ท่อที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปล่ียนได้, วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์, สมการอนุพันธ์อันดับหนึ่งแบบไม่เป็นเชิงเส้น, หลักการ
พลังงาน 

Abstract 

This paper presents the large deflection analysis of variable-arc-length pipe (VAL pipe) transporting fluid by considering 
the effects of lateral load and internal pressure variation. The mathematical model of the VAL pipe is derived by using the 
energy principle. Additionally, the set of nonlinear first-order differential equations regarding the internal forces are derived 
by considering the equilibrium of force and moment of the differential pipe segment. The variation of internal pressure along 
the pipe is calculated by using the Euler-Bernoulli equation. In this study, the finite element method is used to solve the 
numerical solution, which is found to be compatible with those results from the shooting method given in the previous 
research. The numerical results indicate that the effects of the internal fluid velocity and compression at the support are to 
increase the pipe displacement and cause to lose the pipe stability. 
Keywords: Energy principle, Large deflection, Nonlinear first-order differential equation, Finite element method, Variable-arc-
length pipe 

 
1. บทนำ 

ปัญหาการแอ่นตัวมากของโครงสร้างที่มีความชลูดสูงและมี
ความยาวส่วนโค้งของตัวโครงสร้างสามารถเปลี่ยนแปลงได้ตาม
น้ำหนักที่มากระทำจัดเป็นปัญหาที่มีความซับซ้อนและไม่สามารถ
วิเคราะห์ได้โดยง่าย โครงสร้างประเภทน้ีจัดเป็นโครงสร้างประเภทอี
ลาสติกคาซึ่งมีนักวิจัยให้ความสนใจและมุ่งเน้นศึกษาพฤติกรรม
ทางด้านกลศาสตร์มาอย่างต่อเนื่อง เช่น การวิเคราะห์การแอ่นตัว
มากของคานช่วงเดียวที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ภายใต้
น้ำหนักบรรทุกแบบต่างๆ ได้แก่น้ำหนักกระทำแบบจุด [1-3] 

น้ำหนักบรรทุกแบบกระจายสม่ำเสมอตลอดความยาวคาน [4] 
โมเมนต์กระทำท่ีปลายคาน [5] เป็นต้น การศึกษาวิเคราะห์ส่วนใหญ่
อาศัยวิธีเชิงทฤษฎีโดยการสร้างแบบจำลองทางคณิตศาสตร์และหา
คำตอบเชิงตัวเลข วิธีการวิเคราะห์ที่เป็นที่นิยมได้แก่ วิธีไฟไนต์เอลิ
เมนต์ [6] วิธียิงเป้า [7] และวิธีอิลลิปติกอินทิกรัล [8]  

อย่างไรก็ดีโครงสร้างประเภทนี้สามารถประยุกต์ใช้สำหรับการ
วิเคราะห์ท่อลำเลียงปิโตรเลียมใต้ทะเลได้ [9] ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงได้
ทำการศึกษาโครงสร้างที่มีลักษณะคล้ายคลึงกันซึ่งเป็นท่อลำเลียง
ของไหลที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ งานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับ
ท่อลำเลียงของไหลที ่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี ่ยนได้ ได้แก่ 
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การศึกษาเสถียรภาพของท่อลำเลียงของโดย Chucheepsakul และ 
Monprapussorn [10] ซึ่งได้ใช้วิธีอิลลิปติกอินทิกรัลและวิธียิงเป้า
ในการหาคำตอบเชิงตัวเลข และได้นำเสนอค่าความเร็วของไหล
วิกฤติที่ทำให้ท่อเกิดการโก่งเดาะโดยไม่ได้พิจารณาแรงด้านข้างจาก
น้ำหนักของท่อ ต่อมาภายหลัง Athisakul และคณะ [11] ได้
ประยุกต์ใช้วิธีไฟไนเอลิเมนต์ในการวิเคราะห์การแอ่นตัวมากของท่อ
ที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้โดยรวมผลของน้ำหนักท่อด้วย 
อย่างไรก็ดีแรงดันน้ำภายในท่อถูกพิจารณารวมเข้ากับแรงตาม
แนวแกน ทำให้ไม่สามารถวิเคราะห์ผลของการเปลี่ยนแปลงแรงดัน
ภายในท่อต่อพฤติกรรมการแอ่นตัวของท่อได้เด่นชัดนัก 

ดังนั ้นงานวิจัยนี ้ได้พัฒนาแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ด้วย
หลักการพลังงานโดยรวมผลจากแรงกระทำทางด้านข้างจากน้ำหนัก
ท่อและการเปล่ียนแปลงแรงดันภายในท่อ จากน้ันใช้ “วิธีไฟไนต์เอลิ
เมนต์”(Finite Element Method : FEM) ในการหาคำตอบเชิง
ตัวเลข และศึกษาผลกระทบจากความเร็วของไหลภายในท่อ และ
แรงอัดที่ปลายท่อ ต่อพฤติกรรมการแอ่นตัว และแรงภายในต่างๆท่ี
เกิดกับท่อ และแบบจำลองจากงานวิจ ัยฉบับนี ้สามารถนำไป
ประยุกต์และพัฒนาต่อยอดเพื่อใช้สำหรับการวิเคราะห์โครงสร้าง
อื ่นๆที ่คล้ายคลึงกัน เช่น ท่อลำเลียงของไหลใต้ทะเล (Marine 
Riser) โดยการพิจารณาและจำลองแรงจากคลื่นและกระแสน้ำมา
กระทำกับโครงสร้าง 

2. แบบจำลองทางคณิตศาสตร์ 

2.1. ลักษณะของปัญหา 

 
รูปที่ 1 รูปร่างการแอ่นตัวมากของท่อที่มีความยาวส่วนโค้ง

แปรเปล่ียนได้ 

ร ูปท ี ่ 1 แสดงท่อลำเล ียงของไหลที ่ม ีความยาวส ่วนโค้ง
แปรเปลี่ยนได้ ภายใต้น้ำหนักบรรทุกกระทำได้แก่ น้ำหนักท่อแบบ
กระจายสม่ำเสมอตลอดความยาวท่อ (𝑤௣) น้ำหนักของไหลภายใน
ท่อ (𝑤௙) โดยจุดรองรับทั ้ง 2 ด้านของท่อวางต่างระดับกัน จุด
รองรับที่ปลายด้านซ้าย (จุด A) เป็นแบบยึดหมุนและแรงดันน้ำ
ทางเข้าที่จุดรองรับนี้ ขณะที่ปลายด้านขวา (จุด B) จะห่างออกไป
จากจุด A ตามระยะในแนวราบเท่ากับ 𝐿 ซึ่งพาดอยู่บนจุดรองรับที่
ยอมให้ท่อสามารถเลื ่อนผ่านได้ภายใต้แรงอัด (𝑁஻) ที ่ปลาย 

เนื่องจากปลายท่อสามารถเล่ือนไถลผ่านจุดรองรับ ส่งผลให้ที่สภาวะ
สมดุลสถิตยศาสตร์ไม่ทราบค่าความยาวส่วนโค้งทั้งหมดของท่อ (𝑠௧) 
เมื ่อน้ำหนักบรรทุกต่างๆมากระทำทำให้ท่อแอ่นตัวจากตำแหน่ง
ก่อนการเสียรูป (𝑦௟) โดยมีค่าการแอ่นตัวเท่ากับ (𝑦௔) ดังนั้น
ตำแหน่งของคานที่สภาวะสมดุลสถิตยศาสตร์ (𝑦) ที่พิกัดต่างๆใน
แนวราบ (𝑥) คำนวณได้โดย 

𝑦 ൌ 𝑦௟ ൅ 𝑦௔ (1) 

ณ สภาวะก่อนการเสียรูปของท่อ ตำแหน่งของท่อเป็นฟังก์ชัน
ของพิก ัดตามแนวราบ (𝑥) ซึ ่งสามารถคำนวณได้จาก 𝑦௟ ൌ

ሺℎ/𝐿ሻ𝑥 หลังจากรับน้ำหนักบรรทุกได้แก่ น้ำหนักท่อ (𝑤௣) 
น้ำหนักของไหลภายในท่อ (𝑤௙) แรงอัดที่ปลายด้านขวา (𝑁஻) แรง
จากการขนถ่ายของไหลที่มีความเร็วคงที่ (𝑉௖) แรงดันน้ำทางเข้าที่
ปลายด้านซ้ายของท่อ (𝑃஺) ทำให้ท่อเกิดการแอ่นตัวเท่ากับ 𝑦௔ ซึ่ง
สามารถคำนวณได้โดยกระบวนการเชิงตัวเลข 

2.2. ความสัมพันธ์เชิงเรขาคณิตและสมการสมดุลของท่อ 

รูปที่ 2 แสดงผังอิสระของท่อลำเลียงของไหลที ่มีความยาว
น้อยๆ ds จากรูปสามารถแสดงสมการความสัมพันธ์เชิงเรขาคณิต
ของท่อได้ดังนี้ 

𝑑𝑦
𝑑𝑠

ൌ 𝑠𝑖𝑛𝜃 ൌ
𝑦ᇱ

ሺ1 ൅ 𝑦ᇱଶሻଵ/ଶ (2ก) 

𝑑𝑥
𝑑𝑠

ൌ 𝑐𝑜𝑠𝜃 ൌ  
1

ሺ1 ൅ 𝑦ᇱଶሻଵ/ଶ (2ข) 

𝜅 ൌ
𝑑𝜃
𝑑𝑠

ൌ
𝑦ᇱᇱ

ሺ1 ൅ 𝑦ᇱଶሻଷ/ଶ (2ค) 

 
รูปที่ 2 ผังอิสระของท่อลำเลียงของไหลที่มีความยาวน้อยๆ 

𝑑𝑠 

เมื่อ 𝜅 คือค่าความโค้งของท่อ ตัวแปร 𝑠 คือพิกัดตามความ
ยาวส่วนโค้ง 𝜃 คือมุมระหว่างแนวราบกับแนวสัมผัสของท่อ รูปที่ 2 
แสดงชิ้นส่วนย่อยของท่อและของไหลภายในท่อซึ่งมีความซับซ้อน
และยากต่อการเขียนสมการสมดุลของท่อลำเลียงของไหล เพื่อให้


d

n̂

t̂2
cAV d 
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ง่ายต่อการวิเคราะห์จึงได้แยกพิจารณาท่อและของไหลภายในท่อ
ออกจากกันตามรูปที่ 3 และรูปที่ 4 ตามลำดับ และจะใช้หลักการ 
Superposition ในการรวมระบบน้ีเข้าด้วยกัน  

 
รูปที่ 3 ผังอิสระชิ้นส่วนโครงสร้างของท่อ 

 
รูปที่ 4 ผังอิสระของไหลภายในชิ้นส่วนโครงสร้างของท่อ 

จากการพิจารณาผังอิสระของชิ้นส่วนย่อยของท่อที่มีความยาว
ส่วนโค้งน้อยๆ (𝑑𝑠) ตามรูปที่ 3 ผลรวมของแรงในแนวสัมผัสและ
แนวตั้งฉากกับเส้นโค้งการเสียรูปของท่อได้แสดงดังสมการ (3ก) 
และ (3ข) ตามลำดับ และสมการสมดุลของโมเมนต์รอบจุด 𝑂 ได้
แสดงดังสมการ (3ค) 

 𝐹௧  ൌ  െ 
𝑑𝑁
𝑑𝑠

 െ  𝑉
𝑑𝜃
𝑑𝑠

 ൅  𝑤௣ 𝑠𝑖𝑛𝜃 (3ก) 

𝐹௡ ൌ  
𝑑𝑉
𝑑𝑠

 െ  𝑁
𝑑𝜃
𝑑𝑠

 ൅ 𝑤௣ 𝑐𝑜𝑠𝜃 (3ข) 

𝑑𝑀
𝑑𝑠

ൌ 𝑉 (3ค) 

เมื่อ 𝑁 และ 𝑉 คือแรงดึงตามแนวแกนและแรงเฉือนตามลำดับ 
จากทฤษฎีความยืดหยุ่นและการเสียรูปของโครงสร้างจากสมการที่ 
(2ค) สมการความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์ดัดและค่าความโค้งของ
ท่อ แสดงได้ดังสมการต่อไปน้ี 

𝑀 ൌ െ𝐸𝐼
𝑑𝜃
𝑑𝑠

 ൌ െ𝐸𝐼
𝑦ᇱᇱ

ሺ1 ൅ 𝑦ᇱଶሻଷ/ଶ (4) 

ตัวแปร 𝐸𝐼 คือค่าความแข็งต้านการดัดของท่อ รูปที่ 4 แสดง
ผังอิสระของของไหล จากรูปนี้สามารถเขียนสมการสมดุลของแรงใน
ทิศทางตามแนวสัมผัสและแนวตั้งฉากของชิ้นส่วนของของไหลได้
ตามสมการที่ (5ก) และ (5ข) ตามลำดับ 

 𝐹௧ ൌ    𝐴௜  
𝑑𝑃
𝑑𝑠

 െ  𝑤௙ 𝑠𝑖𝑛𝜃 (5ก) 

 𝐹௡  ൌ    𝑃𝐴௜  
𝑑𝜃
𝑑𝑠

 െ  𝜌𝐴௜𝑉௖
ଶ  

𝑑𝜃
𝑑𝑠

 െ  𝑤௙ 𝑐𝑜𝑠𝜃  (5ข) 

เมื่อตัวแปร 𝐴௜ คือพื้นที่หน้าตัดภายในของท่อ 𝑤௙  คือน้ำหนัก
ต่อความยาวของไหล 𝑉௖  คือความเร็วของไหล 𝑃 คือแรงดันภายใน
ท่อ จากการพิจารณาสมดุลของแรงและโมเมนต์ของท่อและของไหล
ภายในท่อตามสมการที ่ (4) และ (5) ตามลำดับ สามารถใช้ว ิธี 
Superposition เพื่อหาสมการสมดุลของระบบรวมได้ ซึ่งอยู่ในรูป
ของสมการเชิงอนุพันธ์อันดับที่ 1 แบบไม่เป็นเชิงเส้น ประกอบด้วย
สมการสมดุลของแรงตามแนวสัมผัสและแนวตั้งฉากกับเส้นโค้งการ
เสียรูปของท่อ ดังสมการท่ี (6ก) และ (6ข) ตามลำดับ ขณะที่สมการ
ที่ (6ค) คือสมการสมดุลของโมเมนต์รอบจุด 𝑜 

𝑑𝑁
𝑑𝑠

ൌ െ𝑉
𝑑𝜃
𝑑𝑠

െ 𝐴
𝑑𝑃
𝑑𝑠

൅ ൫𝑤௣ ൅ 𝑤௙൯ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (6ก) 

𝑑𝑉
𝑑𝑠

ൌ 𝑁
𝑑𝜃
𝑑𝑠

൅ 𝑃𝐴௜
𝑑𝜃
𝑑𝑠

െ 𝜌𝐴௜𝑉௖
ଶ 𝑑𝜃

𝑑𝑠
െ ൫𝑤௣ ൅ 𝑤௙൯ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 (6ข) 

𝑑𝑀
𝑑𝑠

ൌ 𝑉 (6ค) 

โดยสมการที่ (6ก) ได้มาจากการแทนสมการ (3ก) ในสมการท่ี 
(5ก) และสมการ (6ข) ได้มาจากการแทนสมการที่ (3ข) ในสมการที่ 
(5ข)  

2.3. การเปลี่ยนแปลงแรงดันของไหล 

พิจารณาการเคล่ือนที่ต่อเนื่องของของไหลที่มีการไหลสม่ำเสมอ 
(Steady flow) ในเช ิ งอ ุดมคต ิ  (Ideal Fluid) และของไหลไม่
สามารถอัดตัวได้ (Incompressible flow) รวมทั ้งไม่มีแรงต้าน
เนื่องจากความหนืดของของไหล จากรูปที่ 4 ทำให้สามารถเขียน
สมการแบร์นูลล่ีและออยเลอร์ได้ดังนี้  

𝑦ଵ ൅
𝑃ଵ

𝛾
൅

𝑉ଵ
ଶ

2𝑔
ൌ 𝑦ଶ ൅

𝑃ଶ

𝛾
൅

𝑉ଶ
ଶ

2𝑔
 (7) 

𝑑𝑦 ൅
𝑃
𝛾

൅
𝑉ଵ

ଶ

2𝑔
ൌ 0 ൅

𝑃 ൅ 𝑑𝑃
𝛾

൅
𝑉ଶ

ଶ

2𝑔
 (8) 

เมื่อ 𝛾 คือน้ำหนักจำเพาะของของไหล เนื่องขนาดหน้าตัดท่อ
ไม่เปลี่ยนแปลงและจากสมการความต่อเนื่อง  𝐴𝑉ଵ ൌ 𝐴𝑉ଶ จะได้


d

n̂

t̂


d

n̂

t̂ds

d
AV f

 2
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ว่าความเร็วของไหลมีค่าคงท่ี กล่าวคือ 𝑉ଵ ൌ 𝑉ଶ ൌ 𝑉௖ จากสมการ
ที่ (8) ทำให้สามารถเขียนสมการเชิงอนุพันธ์ของการเปลี่ยนแปลง
แรงดันภายในท่อได้ดังนี้ 

𝑑𝑃
𝑑𝑠

ൌ 𝛾
𝑑𝑦
𝑑𝑠

 (9) 

2.4. สมการพลังงานของระบบท่อ 

สมการงานและพล ังงานของท ่อท ี ่ม ีความยาวส ่วนโค้ง
แปรเปล่ียนได้สามารถเขียนได้ดังนี้ 
𝝅 ൌ න ൝

𝟏
𝟐

𝑬𝑰𝒚"𝟐

൫𝟏 ൅ 𝒚ᇱ𝟐൯
𝟑 ൅ ሺ𝝀 െ 𝑵 െ 𝑷𝑨𝑨𝒊ሻ െ ൫𝒘𝑷 ൅ 𝒘𝒇൯𝒚 ൅ 𝝆𝑨𝒊𝑽𝒄

𝟐 𝜿
𝒚

ሺ𝟏 ൅ 𝒚′𝟐ሻ
𝟏
𝟐

ൡ
𝑳

𝟎

ඥ𝟏 ൅ 𝒚′𝟐𝒅𝒙 
(10) 

จากสมการข้างต้น พจน์ที่ 1 และ 2 คือพลังงานความเครียด
เนื่องจากการดัดและการยืดหดตัวตามแนวแกนของท่อตามลำดับ 
พจน์ที่ 3 และ 4 คืองานภายนอกเนื่องจากน้ำหนักบรรทุกกระทำ
ทางข้าง (𝑤௉ ൅ 𝑤௙) และแรงจากการขนถ่ายของไหลภายในท่อ
ตามลำดับ 𝜆 ൌ 𝐸𝐼𝑦"ଶ/2ሺ1 ൅ 𝑦′ଶሻଷ ตัวคูณที่คำนึงถึงพลังงาน
ส่วนเพิ่มที่เกิดจากการเลื่อนไถลของปลายงานที่จุดรองรับด้านขวา 
ซึ่งนำเสนอโดยงานวิจัยของ Chucheepsakul และ Huang [1] ตัว
แปร 𝑁 คือแรงดึงตามแนวแกนสามารถหาได้จากการอินทิเกรต
สมการที่ (6ก) ซึ่งเป็นสมการเชิงอนุพันธ์อันดับที่ 1 ของแรงดึงตาม
แนวแกน และแทนค่าเงื่อนไขขอบเขต 𝑁 ൌ 𝑁஻ ที่ตำแหน่งปลาย
ท่อด้านขวา (𝑠 ൌ 𝑠௧) ทำให้สามารถคำนวณหาแรงดึงตามแนวแกน
ที่พิกัดต่างๆบนส่วนโค้ง (𝑠) ของท่อได้ดังนี้ 

𝑁 ൌ 𝑁஻ ൅ න ൜𝑉
𝑑𝜃
𝑑𝑠

൅ 𝐴௜
𝑑𝑃
𝑑𝑠

െ ሺ𝑤௉ ൅ 𝑤௙ሻ 𝑠𝑖𝑛 𝜃ൠ
௦೟

௦
𝑑𝑠 

(11) 
ในที่นี้ ตัวแปร 𝑁஻ คือแรงอัดตามแนวแกนที่ปลายท่อด้านขวา

ของท ่อ  (จ ุด  B)  จากสมการท ี ่  (2ก ) และสมการท ี ่  (9) การ
เปล่ียนแปลงแรงดันในท่อสามารถคำนวณได้โดย 

𝑑𝑃
𝑑𝑠

ൌ 𝛾
𝑦ᇱ

ሺ1 ൅ 𝑦ᇱଶሻଵ/ଶ (12) 

แทนค่าสมการที่ (2ก) (2ค) และ (12) ลงในสมการที่ (11) และ
เปลี่ยนตัวแปรอิสระที่ใช้สำหรับการอินทริเกรตจากตัวแปร 𝑠 เป็น 
𝑥 ทำให้แรงดึงตามแนวแกนที่พิกัดต่างๆ ตามแนวราบ (𝑥) ภายใต้
แรงอัดที่จุดรองรับด้านขวา (𝑁஻) สามารถคำนวณได้ดังนี้ 

𝑵 ൌ 𝑵𝑩 ൅ න ൞𝑽
𝒚"

൫𝟏 ൅ 𝒚ᇱ𝟐൯
𝟑
𝟐

൅ 𝑨𝒊𝜸
𝒚ᇱ

ሺ𝟏 ൅ 𝒚ᇱ𝟐ሻ𝟏/𝟐  െ ሺ𝒘𝑷 ൅ 𝒘𝒇ሻ
𝒚ᇱ

ඥሺ𝟏 ൅ 𝒚′𝟐ሻ
ൢ

𝑳

𝒙
ඥሺ𝟏 ൅ 𝒚′𝟐ሻ𝒅𝒙 

(13) 
ทั้งนี้ แรงเฉือน (𝑉) ในสมการที่ (13) สามารถคำนวณได้จาก

สมการที่ (6ค) ซึ่งสามารถเขียนสมการใหม่ได้ดังนี้ 

𝑽 ൌ െ
𝑬𝑰

ሺ𝟏 ൅ 𝒚ᇱ𝟐ሻ𝟏/𝟐

𝒅
𝒅𝒙

൤
𝒚ᇱᇱ

ሺ𝟏 ൅ 𝒚ᇱ𝟐ሻ𝟑/𝟐൨ ൌ 𝑬𝑰 ቈ
𝟑𝒚ᇱ𝒚ᇱᇱ𝟐

ሺ𝟏 ൅ 𝒚ᇱ𝟐ሻ𝟑 െ
𝒚ᇱ

ሺ𝟏 ൅ 𝒚ᇱ𝟐ሻ𝟐቉ 

 (14) 

จากสมการงานและพลังงานของระบบท่อสมการที่ (10) ซึ่งเป็น
สมการแบบไม่เป็นเชิงเส้นสามารถนำไปคำนวณและวิเคราะห์หา
สมดุลสถิตยศาสตร์ของท่อได้ด้วยวิธีการไฟไนต์เอลิเมนต์ 

3. การหาคำตอบเชิงตัวเลขด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

จากหลักการของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ จำเป็นต้องแบ่งท่อ
ออกเป็นชิ้นส่วนย่อยเท่าๆกัน ซึ่งการศึกษานี้ได้แบ่งชิ้นส่วนย่อยของ
ท ่อตามพิก ัดในแนวราบ โดยแต ่ละเอล ิ เมนต ์จะยาวเท ่ากัน  
𝑙 ൌ 𝐿/𝑛𝑒𝑙𝑒𝑚  สมการของงานและพลังงานของระบบท้ังหมดหา
ได ้ จ ากการรวมพล ั ง ง านของแต ่ ล ะ เ อล ิ เ มนต ์ ย ่ อ ยด ั ง นี้  
 𝜋 ൌ ∑ 𝜋௞

௡௘௟௘௠
௞ୀଵ  ซึ ่งค ่าการแอ่นตัวภายในเอลิเมนต์ของท่อ

สามารถประมาณได้โดยใช้เมตริกซ์ฟังก์ชันรูปร่าง ⌊𝐍⌋ และเวกเตอร์
ดีกรีอิสระที่โหนดปลายทั้ง 2 ด้านของแต่ล่ะเอลิเมนต์ ሼ𝐪ሽ ดังนี้ 

𝑦௔ ൌ ⌊𝐍⌋ሼ𝐪ሽ (15ก) 

𝑦௔
ᇱ ൌ ⌊𝐍ᇱ⌋ሼ𝐪ሽ (15ข) 

𝑦௔
ᇳ ൌ ⌊𝐍ᇳ⌋ሼ𝐪ሽ (15ค) 

โดยเวกเตอร์ ሼ𝐪ሽ ประกอบด้วยค่าการเคลื่อนที่ในแนวดิ่งของ
ท่อ และค่าอนุพันธ์อันดับที่ 1 และ 2 ของการเคลื่อนที่เทียบกับตัว
แปร 𝑥  

ሼ𝐪ሽ ൌ ሼ𝑦௔ଵ 𝑦௔ଵ
ᇱ 𝑦௔ଵ

ᇳ 𝑦௔ଶ 𝑦௔ଶ
ᇱ 𝑦௔ଶ

ᇳ ሽ் (16) 

และเวกเตอร์ ⌊𝐍⌋ คือฟังก์ชันรูปร่างซึ่งสามารถแสดงได้ดังนี้ 

⌊𝑵⌋ ൌ ⌊𝑁ଵ 𝑁ଶ 𝑁ଷ 𝑁ସ 𝑁ହ 𝑁଺⌋ (17) 

𝑁௜ คือฟังก์ชันพหุนามดีกรี 5 [12] จากสมการที่ (10) และ (15) 
จะได ้ ว ่ าสมด ุลของท ่อแต ่ละเอล ิ เมนต ์สามารถหาไ ด้จาก 
𝜕𝜋௞/𝜕𝑞 ൌ 0 (Stationary Condition) ด ังน ั ้นสามารถเข ียน
สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของแต่ละชิ้นส่วนย่อยได้ดังนี้ 

൜
𝜕𝜋௞

∂q
ൠ ൌ න

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝐸𝐼𝑦ᇱᇱ

൫1 ൅ 𝑦ᇱଶ൯
ହ
ଶ

⌊𝐍ᇳ⌋் െ
5𝐸𝐼𝑦ᇱᇱଶ𝑦ᇱ

2൫1 ൅ 𝑦ᇱଶ൯
଻
ଶ

⌊Nᇱ⌋் ൅
ሺ𝜆 െ 𝑁 െ 𝑃௕𝐴௜ሻ𝑦ᇱ

ඥ1 ൅ 𝑦ᇱଶ
⌊𝐍ᇱ⌋்

െ൫𝑤௉ ൅ 𝑤௙൯ට1 ൅ 𝑦ᇱଶ⌊𝐍⌋் ൅  𝑚௙𝑉௖
ଶ 𝜅⌊𝐍⌋்

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

௟

଴
𝑑𝑥 ൌ ሼ0ሽ 

(18) 
หลังจากรวมสมการของเอลิเมนต์ย่อยของท่อทั้งระบบแล้วจะใช้

กระบวนการทำซ้ำในการหาคำตอบเชิงตัวเลข เพื่อความสะดวกใน
การคำนวณเชิงตัวเลขจะเขียนตัวแปรต่างๆเป็นแบบไร้มิติโดยใช้
ความสัมพันธ์ต่อไปน้ี 
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4. ผลการวิเคราะห์เชงิตัวเลข 

4.1. การตรวจสอบความถูกต้องของคำตอบเชิงตัวเลข 

เพื ่อตรวจสอบความถูกต้องของแบบจำลองทางคณิตศาสตร์
และผลเฉลยเชิงตัวเลขที ่ได้จากวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (FEM) ใน
การศึกษานี้ได้นำคำตอบที่ได้มาตรวจสอบกับคำตอบจาวิธียิงเป้า 
(Shooting Method: SOM ) จากงานวิจัย [13] โดยค่าตัวแปรต่างๆ
มีดังนี ้ น้ำหนักของไหล 𝑤ෝ௙ = 4 น้ำหนักท่อ 𝑤ෝ௣ = 2  แรงดัน
ทางเข้า 𝑃෠஺ = 2 และความเร็วของไหลภายในท่อ 𝑉෠௖ = 80.852 

ผลคำตอบเชิงตัวเลขที่ได้จากวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เทียบกับวิธียิง
เป้า ได้แก่รูปร่างการเสียรูป (𝑥ො െ 𝑦ො) ค่ามุมระหว่างแนวราบกับ
แนวแกนท่อ (𝜃) โมเมนต์ดัด (𝑀෡ ) และแรงเฉือน (𝑉෠ ) ที่ตำแหน่ง
ต่างๆของท่อ (𝑠̂/𝑠̂௧ ) ได้แสดงดังรูปที่ 5-8 ตามลำดับ จากรูปพบว่า 
ผลเฉลยเชิงตัวเลขที่ได้จากวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (FEM) และคำตอบ
จากวิธ ีย ิงเป้ามีความสอดคล้องกันมาก จึงมีความมั ่นใจได้ว่า
แบบจำลองทางคณิตศาสตร์และกระบวนการไฟไนต์เอลิเมนต์มี
ความถูกต้องแม่นยำเพียงพอสำหรับการวิเคราะห์พฤติกรรมการ
แอ่นตัวมากของท่อลำเลียงของไหลที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยน
ได้  

 
รูปที่ 5 รูปร่างการเสียรูปของท่อจากการวิเคราะห์ด้วยวิธีไฟไนต์เอ

ลิเมนต์ (FEM) เทียบกับวิธียิงเป้า (SOM) 

 

 
รูปที่ 6 ค่ามุม (𝜃) ที่ตำแหน่งต่างๆ (𝑠̂/𝑠̂௧ ) จากการวิเคราะห์ด้วย

วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (FEM) เทียบกับวิธยีิงเป้า (SOM) กรณี
ที่ 𝑉෠௖= 80.8520 

 

 
รูปที่ 7 ค่าโมเมนต์ ( 𝑀෡ ) ที่ตำแหน่งต่างๆ ( 𝑠̂/𝑠̂௧ ) จากการ

วิเคราะห์ด้วยวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (FEM) เทียบกับวิธียิงเป้า 
(SOM) กรณีที่ 𝑉෠௖= 80.8520 

 
รูปที่ 8 ค่าแรงเฉือน (𝑉෠ ) ที่ตำแหน่งต่างๆ ( 𝑠̂/𝑠̂௧ ) จากการ

วิเคราะห์ด้วยวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (FEM) เทียบกับวิธียิง
เป้า (SOM) กรณีที่ 𝑉෠௖= 80.8520 
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4.2. ผลกระทบของแรงอัดที่ปลายทอ่และความเร็วของ
ไหลต่อพฤติกรรมการแอ่นตัวมากของท่อ  

การศึกษาผลของแรงอัดที่ปลายท่อ (𝑁෡஻ ) และความเร็วของ
ไหล (𝑉෠௖ ) ต่อการเสียรูปและแรงภายในที่เกิดขึ้นกับท่อลำเลียงของ
ไหลที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ การศึกษานี้ได้กำหนดให้
น้ำหนักของไหล (𝑤ෝ௙ ) น้ำหนักของท่อ (𝑤ෝ௣) ความดันของน้ำที่จุด
รองรับด้านซ้าย (𝑃෠஺) มีค่าคงที่เท่ากับ 1 และความเร็วของไหล
ภายในท่อ (𝑉෠௖ ) อยู่ในช่วง 0-4.5 ค่าแรงอัดที่ปลายด้านขวาของท่อ 
(𝑁෡஻ ) อยู่ในช่วง 1-5  

ตารางท่ี 1  คำตอบเชิงตัวเลขภายใต้แรงอัดที่ปลายท่อค่าต่างๆ 
(𝑵෡ 𝑩= 1-5) 

𝑁෡஻ 𝑉෠௖ 𝜃஺ 𝜃஻ 𝑠̂௧ 
1 0.0 0.1061 -0.1061 1.0028 

1.0 0.1225 -0.1225 1.0037 
2.0 0.1454 -0.1454 1.0052 
3.0 0.1810 -0.1810 1.0081 
4.0 0.2535 -0.2535 1.0161 

2 0.0 0.1225 -0.1225 1.0037 
1.0 0.1454 -0.1454 1.0052 
2.0 0.1810 -0.1810 1.0081 
3.0 0.2535 -0.2535 1.0161 

3 0.0 0.1454 -0.1454 1.0052 
1.0 0.1810 -0.1810 1.0081 
2.0 0.2535 -0.2535 1.0161 

4 0.0 0.1810 -0.1810 1.0081 
1.0 0.2535 -0.2535 1.0161 

5 0.0 0.2535 -0.2535 1.0161 
 
รูปที่ 9 และ 10 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของไหล

ก ับค ่าม ุมท ี ่ปลายด ้านซ ้าย (𝜽𝑨) และปลายด ้านขวา (𝜽𝑩) 
ตามลำดับภายใต้แรงอัดที่ปลายต่างๆ รูปที่ 11 แสดงความสัมพันธ์
ระหว่างความเร็วของไหลกับค่าความยาวส่วนโค้ง จากรูปพบว่าผล
ของความเร็วของไหลและแรงอัดที่ปลายท่อส่งผลทำให้ท่อเกิดการ
แอ่นตัวมากขึ้น และส่งผลทำให้ความยาวส่วนโค้งของท่อเพ่ิมมากขึ้น 
โดยแรงอัดที่ปลายท่อจะทำให้เกิดการเร่ิมต้นและความเร็วของไหลท่ี
เพิ่มขึ้นจะทำให้ท่อเกิดการแอ่นตัวเพิ่มขึ้น มุมที่จุดรองรับของท่อทั้ง 
2 ด้านจะเท่ากันแต่มีเครื่องหมายตรงกันข้ามเนื่องจากท่อเกิดการ
เสียรูปแบบสมมาตรรอบแกน ทั้งนี ้ผลคำตอบเชิงตัวเลขต่างๆได้
แสดงไว้ในตารางท่ี 1 

 

 
รูปที่ 9  ความสัมพันธ์ระหว่าง 𝑉෠௖  และ  𝜃஺  ภายใต้ค่าแรงอัดที่

ปลายท่อต่างๆ 

 
รูปที่ 10  ความสัมพันธ์ระหว่าง 𝑉෠௖  และ 𝜃஻  ภายใต้ค่าแรงอัดที่

ปลายท่อต่างๆ 

 

 
รูปที่ 11  ความสัมพันธ์ระหว่าง 𝑉෠௖  และ 𝑠̂௧  ภายใต้ค่าแรงอัดที่

ปลายท่อต่างๆ 
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รูปที่ 12  รูปร่างการแอ่นตัวของท่อเมื่อ 𝑉෠஼ = 0.3 ภายใต้ค่า

แรงอัดที่ปลายท่อต่างๆ 

 
รูปที่ 13 แรงตามแนวแกนท่ีตำแหน่งต่างๆของท่อเมื่อ 𝑉෠஼ = 0.3 

ภายใต้ค่าแรงอัดที่ปลายท่อต่างๆ 

 
รูปที่ 14 โมเมนต์ที่ตำแหน่งต่างๆของท่อเมื่อ 𝑉෠஼= 0.3 ภายใต้ค่า

แรงอัดที่ปลายท่อต่างๆ 

 

 
รูปที่ 15  แรงเฉือนที่ตำแหน่งต่างๆของท่อเมื่อ 𝑉෠஼=0.3 ภายใต้ค่า

แรงอัดที่ปลายท่อต่างๆ 

 
รูปที่ 16  แรงดันที่ตำแหน่งต่างๆของท่อเมื่อ 𝑉෠஼ = 0.3 ภายใต้ค่า

แรงอัดที่ปลายท่อต่างๆ 

รูปที่ 12 แสดงรูปร่างการแอ่นตัวของท่อภายใต้ค่าแรงอัดที่
ปลายท่อต่างๆ (𝑵෡ 𝑩=1-5) เมื ่อความเร็วของไหลมีค่าคงที ่ เมื่อ 
𝑽෡𝑪= 0.3 จากพฤติกรรมการแอ่นตัวของท่อในรูปที ่ 12 เมื่อ
พิจารณาค่าแรงอัดตามแนวแกน โมเมนต์ดัด แรงเฉือนและแรงดัน
ภายในท่อดังแสดงตามรูปที่ 13-16 ตามลำดับ ซึ่งพบว่าแรงอัดที่
ปลายท่อส่งผลให้ท่อเกิดการแอ่นตัวมากขึ้น และทำให้โมเมนต์ดัด
และแรงอัดเพิ่มมากขึ้นและมีค่ามากที่สุดที่บริเวณกึ่งกลางช่วงของ
จุดรองรับ เช่นเดียวกับแรงเฉือนแต่จะมีค่ามากสุดบริเวณจุดรองรับ 
นอกจากนั้นแรงอัดที่ปลายยังทำให้แรงดันภายในท่อมากขึ้น ซึ่งจะ
ค่ามากที ่ส ุดบริเวณกึ ่งกลางช่วงของจุดรองเนื ่องจากตำแหน่ง
ดังกล่าวเป็นจุดต่ำสุดและมีพลังงานศักย์ต่ำสุด ตามหลักการอนุรักษ์
พลังงานจุดต่ำสุดของท่อจึงมีแรงดันสูงที่สุด 
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5. สรุปผลการวิจัย 

งานวิจัยนี้ได้ศึกษาพฤติกรรมการแอ่นตัวมากของท่อลำเลียง
ของไหลที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนโดยใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 
การศึกษานี้ได้พิจารณาผลกระทบจากแรงกระทำด้านข้างเนื่องจาก
น้ำหนักของท่อและการเปลี่ยนแปลงแรงดันของไหลภายในท่อ ผล
คำตอบเชิงตัวเลขของปัญหา จากวิธ ีไฟไนต์เอลิเมนต์มีความ
สอดคล้องกับค่าที่ได้จากวิธียิงเป้า จากการศึกษาพารามิเตอร์ต่างๆที่
มีผลต่อพฤติกรรมการแอ่นตัวมากของท่อลำเลียงของไหล พบว่า
แรงอัดที่ปลายท่อและความเร็วของไหลทำให้ท่อเกิดการแอ่นตัวเพ่ิม
มากขึ้น ซึ่งส่งผลทำให้ค่าโมเมนต์ดัด แรงอัดตามแนวแกน แรงเฉือน
และแรงดันภายในท่อเพิ่มขึ้น ซึ่งมีผลโดยตรงต่อเสถียรภาพของท่อ
ลำเลียงของไหลที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปล่ียนได้ 

6. กิตติกรรมประกาศ 
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