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ผลตอบสนองไม่เป็นเชิงเส้นทางสถิตศาสตร์และการสั่นอิสระของโครงสร้างเปลือกบางครึ่งใบ 
รูปทรงห่วงยางรับแรงดัน 
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บทคัดย่อ 

บทความน้ีเสนอผลตอบสนองไม่เป็นเชิงเส้นทางสถิตศาสตร์และการ
ส่ันอิสระของโครงสร้างเปลือกบางคร่ึงใบรูปทรงห่วงยางรับแรงดันโดยใช้
ทฤษฏีเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์ ฟังก์ชันพลังงานของระบบโครงสร้างได้โดยใช้
หลักการของงานเสมือนในเทอมของค่าการเสียรูป การหาค่าการเสียรูปและ
ค่าความถ่ีธรรมชาติจะสามารถทําได้โดยใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ ผลการศึกษา
เชิงตัวเลขพบว่ารูปร่างของโครงสร้างเปลือกบางคร่ึงใบรูปทรงห่วงยางรับ
แรงดันคงที่จะเกิดลักษณะความไม่ต่อเน่ืองของค่าการเสียรูปที่จุดบนสุด
ของโครงสร้าง นอกจากน้ันยังพบว่าการเปลี่ยนแปลงค่าของความหนา และ
ความยาวรัศมีของรูปหน้าตัดทรงโดนัทจะส่งผลกระทบโดยตรงต่อค่าการ
เสียรูปและค่าความถ่ีธรรมชาติ 

คําสําคัญ : ผลตอบสนองไม่เป็นเชิงเส้นทางสถิตศาสตร์, การสั่นอิสระ, 
โครงสร้างเปลือกบางคร่ึงใบรูปทรงห่วงยาง, หลักการของงานเสมือน, วิธีไฟ
ไนต์เอลิเมนต์ 

Abstract 

This paper presents the nonlinear static response and free 
vibration of pressurized semi-torus shell by using differential 
geometry. Energy functional of pressurized semi-torus shell 
system can be performed by principle of virtual work. 
Deformed configuration and natural frequencies of pressurized 
semi-torus shell can be obtained by finite element method. 
Numerical results indicate that the deformed configuration has 
a dis-continuity at the apex point of pressurized semi-torus 
shell. Moreover, the changes of thickness and cross-sectional 
radius have a large effect on the deformed configurations and 
natural frequencies. 

Keywords: nonlinear static response, free vibration, pressurized 
semi-torus shell, principle of virtual work, finite element 
method 

1. คํานํา 

โครงสร้างเปลือกบางคร่ึงใบรูปทรงห่วงยางรับแรงดัน (pressurized 
semi-torus shell) จะมีลักษณะแตกต่างจากโครงสร้างเปลือกบางแบบ
สมมาตรตามแนวแกนท่ัวไปคือจะไม่มีการตัดกันรอบแกนหมุน (axis of 
revolution) นิยมใช้ในภาคอุตสาหกรรมเช่น ถังบรรจุปิโตรเลียมเหลว, ท่อ
ยืดลมร้อน, เรือดํานํ้า และยางสําหรับรถยนต์หรือเคร่ืองบิน เป็นต้น 

งานวิจัยที่เก่ียวข้องกับการวิเคราะห์ทางสถิตศาสตร์ของโครงสร้าง
เปลือกบางคร่ึงใบรูปทรงห่วงยางรับแรงดันจะเริ่มต้นจากงานวิจัยของ 
Timoshenko and Woinowsky-Krieger [1], Flügge [2], Sanders and 
Liepins [3], Young and Budynas [4], วีรพันธ์ุ เจียมมีปรีชา [5] โดยเป็น
การศึกษาค่าการเสียรูปของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงห่วงยางแบบเต็มใบ 
Wilson et al. [6] ได้ทําการศึกษาพฤติกรรมของโครงสร้างเปลือกบาง
รูปทรงห่วงยางติดตั้งใต้ทะเลโดยใช้ทฤษฎีเชลล์แบบเชิงเส้น หลังจากน้ัน
งานวิจัยของวีรพันธ์ุ เจียมมีปรีชา และคณะ [7] ได้เสนอผลตอบสนองแบบ
เชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงห่วงยางแบบคร่ึงใบติดต้ังใต้ทะเล
โดยใช้ทฤษฎีเมมเบรน สําหรับวิเคราะห์ค่าความถี่ธรรมชาติและและโหมด
การส่ันอิสระของของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงห่วงยางรับแรงดันจะเริ่ม
จากงานวิจัยของ LIepins [8] ที่ใช้วิธีผลต่างสืบเน่ือง (finite difference 
method) ในการแก้ปัญหาสมการควบคุม (governing equation) เพื่อหา
ความถี่ธรรมชาติและโหมดการส่ันต่อมา Jha et al. [9] ได้ใช้วิธีของกา
เลอร์คิน (Galerkin’s method) ในการหาคําตอบและเปรียบเทียบกับผล
ของ LIepins [8] นอกจากน้ียังมีงานวิจัยของ Balderes and Armenakas 
[10] และ  Wang et al. [11] ที่ ใช้ วิ ธี Runge-Kutta และ  differential 
quadrature ในการหาค่าความถี่ธรรมชาติและโหมดการส่ัน ตามลําดับ  

จากงานวิจัยที่ผ่านมาในอดีตพบว่าการศึกษาเก่ียวกับพฤติกรรมของ
โครงสร้างเปลือกบางครึ่งใบรูปทรงห่วงยางรับแรงดันยังมีน้อยมากเม่ือเทียบ
กับโครงสร้างโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงห่วงยางแบบเต็มใบ ดังน้ัน
งานวิจัยน้ีจึงมีวัตถุประสงค์เพ่ือหาผลตอบสนองไม่เป็นเชิงเส้นทางสถิต
ศาสตร์และการสั่นอิสระของโครงสร้างเปลือกบางคร่ึงใบรูปทรงห่วงยางรับ
แรงดัน โดยการจําลองโครงสร้างที่ตําแหน่งอิเควเตอร์เป็นแบบสมมาตรคร่ึง
ใบหรือเรียกว่าฐานรองรับแบบสไลเดอร์ (slider boundary condition) 
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2. แบบจําลองของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงห่วงยาง 

2.1 รูปทรงเรขาคณิตของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงห่วงยาง 

พิจารณารูปที่ 1 กําหนดให้ความยาวรัศมีของรูปหน้าตัดโครงสร้าง
เปลือกบางรูปทรงห่วงยาง และความยาวรัศมีจากแกนหมุนถึงจุดศูนย์กลาง
ของรูปทรงห่วงยางมีค่าเท่ากับ a  และ c  ตามลําดับ ภายใต้แรงดันที่มี
ค่าคงที่สมํ่าเสมอเท่ากันตลอดหน้าตัดที่สภาวะอ้างอิงจะสามารถนิยามได้ดัง
สมการ 

 22 2 2 2c X Y Z a      (1) 

 

 
รูปท่ี 1 ระยะพิกัดของโครงสร้างเปลือกบางคร่ึงใบ 

โดยที่   , ,X Y Z  คือระบบพิกัดฉาก (rectangular coordinate) ซ่ึง
สามารถนิยามได้ด้วยสมการ 

( cos )cosX c a      (2) 
( cos )sinY c a      (3) 

sinZ a    (4) 

ค่าเวคเตอร์ระบุตําแหน่งบนพ้ืนผิวอ้างอิง  r  และพ้ืนผิวหลังการเสียรูป

หรือการสั่น  R  จะสามารถนิยามได้ดังสมการ  

ˆˆ ˆcos sinr r i r j Z k      (5) 
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โดยที่  ˆˆ ˆ, ,i j k  คือเวคเตอร์หน่ึงหน่วยตามแนวพิกัดฉาก และ  ,u w  
คือค่าการเสียรูปตามแนวเส้นเมอร์ริเดียนและแนวต้ังฉากกับเส้นเมอร์
ริเดียน ตามลําดับ สําหรับค่าความเร็วและความเร่งของโครงสร้างเปลือก
บางรูปทรงโดนัทจะสามารถหาได้โดยการอนุพันธ์สมการที่ (6) เทียบกับ
เวลาจะได้ดังสมการ 

ˆ
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v R
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u nw       (7) 

ˆ
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E
nR ua w       (8) 

จากหลักการของเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์ (differential geometry) [12] 
สามารถคํานวณส่วนประกอบของเมตริกซ์เทนเซอร์ (metric tensor) ได้
จากสมการ 

2r rE a     (9) 
0r rF      (10) 

2( cos )G c ar r       (11) 

และส่วนประกอบของเมตริกซ์ความโค้ง (metric curvature) ได้จาก
สามารถนิยามได้ด้วยสมการ 

ˆr n ae      (12) 
ˆ 0r nf      (13) 
ˆ ( cos )cosr n R ag        (14) 

โดยที่ n̂  คือเวคเตอร์ในแนวตั้งฉากกับพื้นผิวอ้างอิง สามารถนิยามได้จาก
สมการ 
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โดยที ่ 2D EG F    

2.2 ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดกับการเสียรูป 

พิจารณาความยาวช้ินส่วนใด ๆ บนพื้นผิวที่สถานะเริ่มต้นปราศจาก
ความเครียดและหลังการเสียรูปหรือการสั่น จะสามารถนิยามได้จากค่า
ความเครียดแบบโททอลลากรองจ์ (total Lagrange strains) ดังสมการ 
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จากสมการที่ (16) และ (17) จะสามารถเขียนได้ในรูปเมตริกซ์ดังนี้ 

 0{ } [ ] { } { }L T      (18) 

เม่ือ   0{ },{ }   คือ ค่าความเค รียดเริ่มต้นแบบออยเลอร์ (initial 
Eulerian strains) และค่าความเครียดเพิ่มข้ึน (added strains) ตามลําดับ 
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3. ฟังก์ชันพลังงานของระบบโครงสร้าง 

เราสามารถเขียนฟังก์ชันพลังงานของระบบโครงสร้างได้โดยใช้หลักการ
ของงานเสมือนในเทอมของค่าการเสียรูป โดยเป็นผลรวมของพลังงาน
ความเครียดของโครงสร้างเปลือกบาง พลังงานศักย์ของแรงดันจากภายใน 
และงานเสมือนเน่ืองจากแรงเฉ่ือยของโครงสร้าง จากหลักการของงาน
เสมือน [13] จะได้ผลรวมของงานเสมือนของโครงสร้างเปลือกบางครึ่งใบ
รูปทรงห่วงยางรับแรงดันดังสมการ 

0U I        (19) 

3.1 พลังงานความเครียดของโครงสร้างเปลือกบาง 

โครงสร้างเปลือกบางท่ีมีสมบัติยืดหยุ่นแบบเชิงเส้น และความหนาของ
โครงสร้างเปลือกบาง ( h ) มีค่าคงที่ไม่มีการเปลี่ยนแปลงท้ังก่อนและหลัง
การเสียรูปหรือการสั่น จะสามารถเขียนค่าพลังงานความเครียดสามารถ
แสดงได้ดังสมการ 

 2
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โดยที่  C  คือเมตริกซ์คุณสมบัติของวัสดุโครงสร้างเปลือกบางซ่ึงสามารถ
คํานวณได้จากสมการ 
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และ 0 0 0(1 2 ) (1 2 )D D       

3.2 พลังงานศักย์ของแรงดันจากภายใน  

พลังงานศักย์ของแรงดันจากภายในเป็นแรงแบบอนุรักษ์ (conserva-
tive force) สามารถคํานวณได้จากสมการ 
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โดยที่ 0p  คือค่าแรงดันภายในคงที่  

3.3 งานเสมือนเน่ืองจากแรงเฉื่อยของโครงสร้าง 

งานเสมือนเน่ืองจากแรงเฉ่ือยของโครงสร้างเปลือกบางสามารถ
คํานวณได้จากสมการ 
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
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โดยที่   คือความหนาแน่นของวัสดุ และ  ,u w   คือองค์ประกอบ
สําหรับเวคเตอร์ความเร่งของโครงสร้างเปลือกบางตามแนวเส้นเมอร์ริเดียน
และแนวตั้งฉากกับเส้นเมอร์ริเดียน ตามลําดับ 

4. วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

การแก้ปัญหาโดยใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ [14-18] ทําได้โดยการจําลอง
โครงสร้างเปลือกบางด้วยช้ินส่วนของคาน 1 มิติ และแบ่งเป็นช้ินส่วนของ
โครงสร้างเปลือกบางออกเป็นช้ินส่วนย่อย ๆ ตามแนวพิกัดเมอร์ริเดียน ดัง
แสดงในรูปที่ 2 โดยมีค่าดังสมการ 

{ } [ ]{ }g d   (24) 

โดยที่ [ ]  คือเมตริกซ์ฟังก์ชันรูปร่างโพลีโนเมียลอันดับที่สาม และ { }d  
คือเวคเตอร์ของดีกรีอิสระท่ีจุดต่อ  

 
รูปท่ี 2 การแบ่งช้ินส่วนย่อยของโครงสร้างเปลือกบางคร่ึงใบ 

ดังน้ันผลรวมของงานเสมือนสําหรับระบบโครงสร้างเปลือกบางสามารถรวม
ได้โดยตรงโดยใช้สมการที่ (20), (22) และ (23) และจัดรูปใหม่โดยใช้
สมการที่ (19) จะสามารถแสดงได้ดังน้ี 

       k fdm d     (25) 

โดยที่  m คือเมตริกซ์มวลของช้ินส่วนย่อย,  k คือเมตริกซ์สติฟเนสของ

ช้ินส่วนย่อย,  f คือเวคเตอร์แรงของช้ินส่วนย่อย สามารถนิยามได้ดัง
สมการ 
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แต่เน่ืองจากดีกรีอิสระเฉพาะที่ (local degree of freedom) เหมือนกับ
ดีกรีอิสระรวม (global degree of freedom) ดังน้ันสมการที่ (25) จะ
สามารถเขียนใหม่ได้ดังน้ี 

       K FDM D     (29) 

จากสมการที่ (29) จะสามารถคํานวณหาค่าการเสียรูปทางสถิตศาสตร์ได้

จาก     K D F และค่าความถี่ธรรมชาติได้จากสมการ 

   2 0nK M    (30) 

เม่ือ n  คือความถ่ีธรรมชาติ (natural frequency) ของโครงสร้างเปลือก
บางคร่ึงใบรูปทรงห่วงยางรับแรงดัน เน่ืองจากโครงสร้างเปลือกบางคร่ึงใบ
รูปทรงห่วงยางรับแรงดันที่มีความสมมาตรตามแนวแกนรัศมีถูกนํามา
พิจารณา ดังน้ันเง่ือนไขขอบเขตที่ตําแหน่งอิเควเตอร์ด้านใน (intrados 
equator) และด้านนอก (extrados equator) ของโครงสร้างเปลือกบาง
รูปทรงโดนัทจะเป็นลักษณะสไลเดอร์มีค่าดังน้ี 

0u w    (31) 

5. ผลการศึกษา 

การศึกษาพฤติกรรมของโครงสร้างเปลือกบางครึ่งใบรูปทรงห่วงยางรับ
แรงดันในบทความน้ีจะแบ่งออกเป็นสองส่วนคือผลตอบสนองไม่เป็นเชิง
เส้นทางสถิตศาสตร์ กับการส่ันอิสระแบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้าง
เปลือกบางคร่ึงใบรูปทรงห่วงยางรับแรงดัน ซ่ึงจะมีรายละเอียดดังต่อไปน้ี 
 
5.1 ผลตอบสนองไม่เป็นเชิงเส้นทางสถิตศาสตร์ 

ในการวิเคราะห์ทางสถิตศาสตร์แบบไม่เป็นเชิงเส้นจะเริ่มต้นจากการ
ตรวจสอบค่าการลู่เข้าของจํานวนช้ินส่วนย่อยโดยเปรียบเทียบกับงานวิจัย
ของ Sanders and Liepins [3] ซ่ึงมีสมบัติที่ใช้ในการวิเคราะห์คือ c = 6 
ม ., a = 4 ม ., h = 0.075 ม ., 0p = 5x106 นิวตัน/ตร .ม ., E = 200x109 
นิวตัน/ตร.ม. และ  = 0.3 พบว่าค่าการเสียรูปในแนวรัศมีที่ตําแหน่งอิเคว
เตอร์ด้านในและด้านนอกที่ได้จากงานวิจัยน้ีคือ 0.026675 และ 0.346605 
ซม. ตามลําดับ จากนั้นทําการเปรียบเทียบกับสูตรของ Roark [4] ดัง
สมการ 

 01

2

p a
r r r c

E t
     

  (32) 

ซ่ึงคํานวณได้เท่ากับ 0.026667 และ 0.346667 ซม. ตามลําดับสําหรับค่า
การเสียรูปในแนวรัศมีที่ตําแหน่งอิเควเตอร์ด้านในและด้านนอก ดังน้ันร้อย
ละความแตกต่างจะอยู่ที่ 0.03 และ 0.02 ตามลําดับ โดยทั้งหมดจะมีค่า
น้อยกว่าร้อยละ 0.05 แสดงว่าคําตอบที่ได้จากงานวิจัยน้ีมีความถูกต้องสูง
มาก 

การเปรียบเทียบรูปร่างของโครงสร้างเปลือกบางคร่ึงใบรูปทรงห่วงยาง
รับแรงดันที่สภาวะหลังการเสียรูปกับงานวิจัยของ Sanders and Liepins 
[3] ดังแสดงในรูปที่ 3 พบว่ามีค่าการเสียรูปมีลักษณะใกล้เคียงกัน แต่จะมี
ความแตกต่างกันในบริเวณจุดบนสุดของโครงสร้าง ( = 90o) เน่ืองจาก
เป็ น ปัญ ห าที่ ไ ม่ ส ามารถของห าค่ าได้  (singularity) ใน เท อมขอ ง
ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดกับการเสียรูป (strain-displacement 

relations) ซ่ึงทําให้เกิดลักษณะความไม่ต่อเนื่องของค่าการเสียรูปดังที่ได้
อธิบายในงานวิจัยของ Vick and Gramoll [19] 

 
รูปท่ี 3 รูปร่างของโครงสร้างเปลือกบางคร่ึงใบรูปทรงห่วงยางรับแรงดันที่สภาวะ

หลังการเสียรูป (ตัวคูณขยายการเสียรูป = 100) 

รูปที่ 4 แสดงผลของการเปลี่ยนแปลงความหนาที่มีต่อค่าการเสียรูปใน
แนวเส้นสัมผัสกับแนวเส้นตั้งฉากของโครงสร้างเปลือกบางคร่ึงใบรูปทรง
ห่วงยางรับแรงดัน โดยการแปรเปล่ียนอัตราส่วนของ /a h  พบว่าเม่ือค่า
อัตราส่วน /a h  มีค่าสูงขึ้นจะส่งผลให้ค่าการเสียรูปมีค่าเพิ่มสูงขึ้นไป
ด้วย เพราะโครงสร้างดังกล่าวจะมีสติฟเนสลดลงเน่ืองจากค่าความหนาของ
โครงสร้างลดลง ในขณะที่ผลของการแปรเปล่ียนอัตราส่วน /c a  จะ
พบว่ามีความแตกต่างจากกรณีของการอัตราส่วนของ /a h  น่ันคือค่าการ
เสียรูปจะมีค่าเพิ่มสูงข้ึนเม่ืออัตราส่วน /c a  มีค่าลดลง ดังแสดงในรูปที่ 5 
เน่ืองจากค่าสติฟเนสลดลงในขณะที่หน้าตัดของโครงสร้างใหญ่ขึ้น  

 
(ก) แนวเส้นสัมผัส 

 
(ข) แนวเส้นต้ังฉาก 

รูปท่ี 4 ผลของอัตราส่วนของ /a h  ท่ีมีต่อค่าการเสียรูป 
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(ก) แนวเส้นสัมผัส 

 
(ข) แนวเส้นต้ังฉาก 

รูปท่ี 5 ผลของอัตราส่วนของ /c a  ท่ีมีต่อค่าการเสียรูป 
 

5.2 การส่ันอิสระแบบไม่เป็นเชิงเส้น 

จากการศึกษาผลตอบสนองไม่เป็นเชิงเส้นทางสถิตศาสตร์พบว่า
โปรแกรมที่ใช้ในการวิเคราะห์คร้ังน้ีให้ผลลัพธ์เป็นที่น่าพึงพอใจ ดังน้ันในการ
หาค่าการสั่นของโครสร้างการวิเคราะห์การส่ันอิสระของโครงสร้างเปลือก
บางคร่ึงใบรูปทรงห่วงยางรับแรงดันจะสามารถทําได้โดยการใช้สมบัติ สมบัติ
ที่ใช้ในการวิเคราะห์คือ c = 6 ม., a = 4 ม., h = 0.01 ม.,  = 7850 กก./
ลบ.ม., 0p = 1x106 นิวตัน/ตร.ม., E = 200x109 นิวตัน/ตร.ม. และ  = 
0.3 ทําการทดสอบการลู่เข้าของค่าความถี่ธรรมชาติ เพื่อหาจํานวนของชิ้น
ส่วนย่อยที่เหมาะสม ดังแสดงในตารางที่ 1 เพื่อให้ได้คําตอบที่มีค่าความ
ถูกต้องสูงสุด โดยพบว่าถ้าใช้จํานวนช้ินส่วนย่อยระหว่าง 60 กับ 70 ช้ินส่วน 
จะให้ค่าถูกต้องสูงสําหรับค่าความถี่ธรรมชาติในโหมดการส่ันที่ 1 ถึง 5 ไม่
เกินร้อยละ 0.50 เม่ือเปรียบเทียบกับค่าความถ่ีธรรมชาติที่ มีจํานวนช้ิน
ส่วนย่อยสูงกว่าน้ี ดังน้ันงานวิจัยน้ีจะเลือกใช้แบบจําลองที่ มีจํานวนช้ิน
ส่วนย่อยเท่ากับ 60 ช้ินส่วนเท่านั้น จากน้ันนํามาพล็อตกราฟความสัมพันธ์
ของโหมดการส่ันอิสระของโครงสร้างเปลือกบางคร่ึงใบรูปทรงห่วงยางรับ
แรงดันดังแสดงในรูปที่ 6 

 
 
 

ตารางท่ี 1 ค่าการลู่เข้าของค่าความถี่ธรรมชาติกับจํานวนช้ินส่วนย่อย 

โหมดท่ี จํานวนช้ินส่วนย่อย 
ค่าความถ่ีธรรมชาติ 

(เรเดียน/วินาที) 
ความแตกต่าง 

(ร้อยละ) 

1 

10 261.92 -13.97

20 304.44 -1.61 

30 309.41 -0.46 

40 310.85 -0.20 

50 311.46 -0.10 

60 311.77 -0.06 

70 311.96 -0.04 

2 

10 302.76 -2.33

20 309.99 -1.81 

30 315.70 -0.48 

40 317.22 -0.19 

50 317.84 -0.10 

60 318.14 -0.05 

70 318.31 -0.03 

3 

10 313.80 -9.04

20 344.98 -5.46 

30 364.89 -1.93 

40 372.08 -0.80 

50 375.08 -0.41 

60 376.63 -0.24 

70 377.54 -0.16 

4 

10 357.05 -5.15

20 376.45 -5.17 

30 396.96 -1.55 

40 403.23 -0.56 

50 405.51 -0.26 

60 406.59 -0.15 

70 407.18 -0.09 

5 

10 391.47 1.40

20 386.06 -5.35 

30 407.90 -2.83 

40 419.79 -1.58 

50 426.51 -0.84 

60 430.13 -0.49 

70 432.23 -0.31 

 
การศึกษาผลของการเปล่ียนแปลงความหนาโครงสร้างเปลือกบางคร่ึง

ใบ รูปทรงห่วงยางรับแรงดัน ท่ี มี ต่อค่าความถี่ ธรรมชาติ  พบว่าการ
เปลี่ยนแปลงค่าความหนาของโครงสร้างจะส่งผลต่อค่าความถี่ธรรมชาติ
โดยตรง ดังแสดงในรุปที่ 7 สําหรับทุกโหมดการสั่นของโครงสร้างน่ันคือเม่ือ
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ความหนาของโครงสร้างเพิ่มสูงข้ึนจะทําให้ค่าความถ่ีธรรมชาติมีค่าลดลง 
ดังแสดงในรูปที่ 6 นอกจากน้ียังพบว่าที่ความหนาสูง ๆ ส่งผลทําให้
ค่าความถ่ีธรรมชาติในโหมดการสั่นท่ี 1 และ 2 มีค่าลู่เข้าหากัน ซ่ึงรวมไป
ถึงโหมดการส่ันท่ี 3 และ 4 ที่ให้ผลลัพธ์ในลักษณะเช่นเดียวกันกับโหมด
การสั่นลําดับที่ 1 และ 2 รูปที่ 8 แสดงให้เห็นว่าเม่ือความยาวรัศมีของรูป
หน้าตัดทรงห่วงยางมีค่าเพิ่มสูงขึ้นจะทําให้ค่าความถี่ธรรมชาติของ
โครงสร้างเปลือกบางคร่ึงใบรูปทรงห่วงยางรับแรงดันมีค่าลดลง กล่าวคือค่า
ความชันของค่าความถ่ีธรรมชาติจะมีค่าลดลงเมื่อความยาวรัศมีของรูปหน้า
ตัดทรงห่วงยางมีค่าเพ่ิมสูงขึ้น และมีค่าความชันของค่าความถ่ีธรรมชาติจะ
มีค่าเพ่ิมสูงข้ึนเม่ือความยาวรัศมีของรูปหน้าตัดทรงห่วงยางมีค่าลดลง 

 
รูปท่ี 6 โหมดการส่ันของโครงสร้างเปลือกบางคร่ึงใบรูปทรงห่วงยางรับแรงดัน 

 
รูปท่ี 7 ผลของการเปลี่ยนแปลงความหนาที่มีต่อค่าความถ่ีธรรมชาติ 

 
รูปท่ี 8 ผลของการเปลี่ยนแปลงความยาวรัศมีของรูปหน้าตัดทรงห่วงยางท่ีมีต่อ

ค่าความถี่ธรรมชาติ 

6. บทสรุป 

บทความน้ีเป็นการศึกษาพฤติกรรมของโครงสร้างเปลือกบางคร่ึงใบ
รูปทรงห่วงยางรับแรงดันในบทความนี้จะแบ่งออกเป็นสองส่วนคือ
ผลตอบสนองไม่เป็นเชิงเส้นทางสถิตศาสตร์ กับการส่ันอิสระแบบไม่เป็นเชิง
เส้นของโครงสร้างเปลือกบางคร่ึงใบรูปทรงห่วงยางรับแรงดัน โดยใช้
หลักการเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์และหลักการของงานเสมือนในการสร้าง
ฟังก์ชันพลังงานและใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการแก้ปัญหาเชิงตัวเลข ซ่ึง
จากผลการศึกษาพบว่า ค่าระยะการเสียรูปสูงสุดในแนวเส้นสัมผัสกับแนว
เส้นต้ังฉากของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดรูปทรงโดนัทจะเกิดขึ้นที่
จุ ด สู งสุ ดและ ตํ่ าสุ ด ใน ช่วงบ ริ เวณ ด้ าน ในของโครงส ร้าง  สํ าห รับ
ค่าพารามิเตอร์ทั้งสองค่า ได้แก่ความหนาและความยาวรัศมีของรูปหน้าตัด
ทรงห่วงยางจะส่งผลโดยตรงต่อค่าการเสียรูปและค่าความถี่ธรรมชาติของ
โครงสร้าง 

กิตติกรรมประกาศ 

ผู้วิจัยขอขอบคุณมหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลอีสานที่ได้สนับสนุน
การวิจัยในคร้ังน้ี 
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