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บทคัดย่อ 

บทความนี้เป็นการน าเสนอการศึกษาเสถียรภาพของอิลาสติกคา
ภายใต้สนามของแรงโน้มถ่วงของโลก โดยอาศัยแรงในแนวราบกระท าที่
กึ่งกลางของอิลาสติกคา ปลายด้านหนึ่งเป็นแบบยึดแน่นในขณะที่ปลายอีก
ด้านหนึ่งของอิลาสติกคาสามารถเพิ่มความยาวได้ผ่านจุดรองรับแบบสลีฟ 
(sleeve support) ที่กึ่งกลางของอิลาสติกคา  มีแรงในแนวราบกระท าเพื่อ
ทดสอบเสถียรภาพของอิลาสติกคาโดยการสังเกตเครื่องหมายของ       
สติฟเนสของอิลาสติกคาต่อแรงในแนวราบ สมการอนุพันธ์ครอบคลุม
ปัญหาประกอบไปด้วย สมการสมดุลของชิ้นส่วนย่อยของอิลาสติกคา 
ความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์และความโค้ง และความสัมพันธ์ทางด้าน
เรขาคณิตของอิลาสติกคา ผลเฉลยของปัญหาสามารถค านวณได้โดยใช้วิธี
ยิงเป้า โดยการอินทิเกรตสมการอนุพันธ์ครอบคลุมปัญหาโดยวิธีเชิงตัวเลข
แบบรุงเง-คุตตาให้สอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขตที่ก าหนด ผลที่ได้จากการ
ค านวณเชิงตัวเลขจะถูกน ามาเปรียบเทียบกับผลการทดลอง จากการศึกษา
พบว่าแรงโน้มถ่วงของโลกซึ่งอยู่ในรูปน้ าหนักของอิลาสติกคาสามารถท าให้
เกิดการสูญเสียเสถียรภาพได้เมื่อความยาวส่วนโค้งทั้งหมดเพิ่มขึ้นจนเกินค่า
วิกฤติ และจากการทดลองโดยใช้วัสดุแผ่นโพลีคาร์บอเนตที่มีความยืดหยุ่น
สูงให้ค่าสอดคล้องและเป็นไปตามผลการค านวณเชิงทฤษฎี 

ค าส าคัญ: อิลาสติกคา,  วิธียิงเป้า, เสถียรภาพ, แรงในแนวราบ 

Abstract 

This paper presents the study of the stability of an elastica 
under the gravitational field using the horizontal force at mid-
length of the elastica. One end of the elastica is initially fixed 
while the other end can increase the length through the 
sleeve support. At the mid-length of the elastica, there is a 
horizontal force served as a tool for investigating the stability 
of the elastica. The stability of the elastica can be observed 

from the signs of the stiffness of the elastica against the 
horizontal force. The governing differential equations consist of 
equilibrium equations of the elastica segment, moment-
curvature relationship, and geometric relations of the elastica. 
Solutions of the problem can be calculated by employing the 
shooting method. The governing differential equations are 
integrated numerically (i.e., Runge-Kutta method) to satisfy 
boundary conditions. The results from the computation would 
be compared to the experimental results. From the study, the 
gravitational field in terms of self-weight of the elastica causes 
the instability when the total arc-length is increased beyond  
a critical value. Moreover, the results from the experiment 
using the high flexibility specimens (i.e., polycarbonate sheets) 
exhibit the good agreement with those from the theoretical 
results. 
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1. บทน า 

การสูญเสียเสถียรภาพของอิลาสติกคาอันเนื่องมาจากแรงโน้มถ่วงของ
โลกในรูปแบบน้ าหนักบรรทุกของตัวเองเป็นปัญหาที่น่าสนใจปัญหาหนึ่ง
ของการศึกษาพฤติกรรมของอิลาสติกคา ซึ่งอาจพบปัญหาในลักษณะ
ดังกล่าวได้โดยทั่วไป อาทิเช่นในกรณีของเสายื่น (Cantilever column)  
ซึ่งพบว่าเมื่อท าการเพิ่มความยาวของเสาจนกระทั่งมากกว่าความยาววิกฤติ 
(หรือน้ าหนักบรรทุกวิกฤติ) แล้ว (เช่นเดียวกับกรณีเพิ่มน้ าหนักบรรทุก
ตัวเอง) เสาจะไม่สามารถรักษารูปร่างในแนวตั้งตรงได้อันเนื่องมาจาก
น้ าหนักบรรทุกของตัวเองท าให้เสาสูญเสียเสถียรภาพ ซึ่งงานวิจัยที่ศึกษา
ปัญหาในลักษณะดังกล่าวได้แก่ Duan และ Wang [1] ซึ่งได้ศึกษาหา
ค าตอบแบบแม่นตรงของน้ าหนักบรรทุกวิกฤติซึ่งจะท าให้เสาเกิดการ
สูญเสียเสถียรภาพ โดยมีจุดรองรับในรูปแบบต่างๆ และปัญหาที่คล้ายกัน
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แต่ลักษณะของเสาที่เป็นแบบปลายเรียว (Tapered column) ศึกษาโดย 
Wang [2] ซึ่งพบว่าเสถียรภาพของเสาปลายเรียวขึ้นอยู่กับสนามของแรง
โน้มถ่วงของโลก (น้ าหนักบรรทุกตัวเอง) และองศาความเรียวของเสา และ
ในกรณีที่วัสดุของเสายื่นที่มีความไร้เชิงเส้นที่มีความอ่อนตัว (softening 
behavior)เสถียรภาพของเสายื่นในกรณีดังกล่าวได้ศึกษาโดย Virgin และ
Plaut [3] นอกเหนือไปจากการศึกษาเสถียรภาพของเสายื่นภายใต้น้ าหนัก
บรรทุกตัวเองแล้ว มีงานวิจัยอื่นที่ศึกษาเสถียรภาพของอิลาสติ กคาใน
รูปแบบอื่นเช่น การศึกษาเสถียรภาพของอิลาสติกคาที่มีปลายยึดแน่น 
(fixed ends) ทั้งสองด้านเช่น Domokos และคณะ [4] กรณีอิลาสติกคา
ในสามมิติเสถียรภาพของอิลาสติกคาที่มีปลายยึดแน่นทั้งสองด้านสามารถ
สูญเสียเสถียรภาพในรูปแบบการบิดตัวออกนอกระนาบได้ (out - of 
plane buckling) คืองานวิจัยของ Phungpaingam และคณะ [5] 

การทดสอบเสถียรภาพของอิลาสติกคาสามารถกระท าได้โดยวิธีที่ใช้กัน
อย่างแพร่หลายคือ 1) สังเกตค่าสติฟเนส [5-7] 2) ตรวจสอบการแปรผัน
ของอันดับสองของฟังก์ชันพลังงานศักย์รวม  [8] และ 3) วิธีการทาง
พลศาสตร์โดยสังเกตค่าของความถี่ธรรมชาติ [3,9-10] ซึ่งในแต่ละวิธีการ
จะเหมาะสมกับลักษณะของปัญหาที่แตกต่างกันไป ซึ่งในงานวิจัยนี้ได้ใช้
วิธีการตรวจสอบค่าสติฟเนสของอิลาสติกคาต่อแรงกระท าในแนวราบเพื่อ
ศึกษาต าแหน่งวิกฤติที่ท าให้อิลาสติกคาเกิดการสูญเสียเสถียรภาพในแนวตั้ง
ตรง (Upright position) โดยการหาความสัมพันธ์ระหว่างแรงที่กระท าใน
แนวราบกับระยะเคลื่อนตัวในแนวราบ 

ในงานวิจัยนี้ได้ท าการสร้างสมการครอบคลุมปัญหาที่มีความไร้เชิงเส้น
จากสภาวะสมดุลของชิ้นส่วนย่อยอิลาสติกคา  ความสัมพันธ์ระหว่าง
โมเมนต์ดัดและความโค้ง และความสัมพันธ์ของรูปร่างทางเรขาคณิตของ  
อิลาสติกคา ผลกระทบของแรงที่กึ่งกลางได้ถูกรวมเข้าไปโดยพิจารณาชิ้น
ส่วนย่อยของอิลาสติกคาที่กึ่งกลาง ซึ่งได้น าเสนอใน[11] หลังจากนั้นได้ใช้
วิธีการยิงเป้าเพื่อหาผลเฉลยเชิงตัวเลข ผลลัพธ์ของความสัมพันธ์ระหว่าง
แรงที่กึ่งกลางและระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบที่จุดกึ่ งกลาง สามารถ
ท านายพฤติกรรมของเสถียรภาพของอิลาสติกคาได้โดยการสังเกต
เครื่องหมายของเส้นโค้งความสัมพันธ์ของแรงกระท าในแนวราบและระยะ
เคลื่อนตัวในแนวราบ หากความชันของเส้นโค้ง (สติฟเนส)  มีค่าเป็นบวก
แสดงถึงการมีเสถียรภาพ ในขณะที่ความชันของเส้นโค้งที่เป็นลบหมายถึง
การสูญเสียเสถียรภาพ นอกเหนือไปจากการค านวณเชิงตัวเลขแล้วยังได้ท า
การทดลองเปรียบเทียบอย่างง่ายขึ้นมา โดยใช้แผ่นโพลีคาร์บอเนตซึ่งมี
ความยืดหยุ่นสูง เหมาะส าหรับการน ามาทดลองปัญหาที่เกี่ยวข้องกับ        
อิลาสติกคา ซึ่งจากผลเปรียบเทียบอย่างง่ายแสดงถึงความสอดคล้องกัน
เป็นอย่างดี 

2. ลักษณะของปัญหา 

   ลักษณะของโครงสร้างที่ใช้ในการศึกษาในครั้งนี้จะมีลักษณะเป็นคาน
อย่างง่าย หน้าตัดสม่ าเสมอ ความยาวช่วงพาด (Span Length) คงที่ L  
โดยที่ปลายด้านหนึ่งของอิลาสติกคาเป็นแบบยึดแน่น (จุด A) ในขณะที่
ปลายอีกด้านหนึ่งวางอยู่บนจุดรองรับแบบ Sleeve (จุด B) แล้วให้แรงอัด
ในแนวแกนกระท าที่ปลายด้าน B ท าให้ความยาวของ  อิลาสติกคาเพิ่มขึ้น 
โดยก าหนดความยาวตั้งแต่ 1.0 ถึง 10.0 ที่น้ าหนักของอิลาสติกคาตั้งแต่ 

0.0 ถึง 2.5 ตามล าดับ และท าการทดสอบการมีเสถียรภาพของอิลาสติกคา
โดยการเพิ่มแรงในแนวราบที่กึ่งกลางคานของอิลาสติกคา ที่ค่าของน้ าหนัก 
W และความยาว s  ต่างๆ  

 

 
รูปที่ 1 อิลาสติกคาก่อนเสียรูป 

 
 

รูปที่ 2 อิลาสติกคาหลังเสียรูป 

 
รูปที่ 3 อิลาสติกคาขณะทดสอบเสถียรภาพ 

 

3. ระบบสมการและการค านวณอิลาสติกคา                      

3.1 อิลาสติกคาก่อนและขณะที่ถูกกระท าด้วยแรงในแนวราบ P   
เพื่อทดสอบเสถียรภาพ 

จากการพิจารณาชิ้นส่วนย่อยของอิลาสติกคาภายใต้มีน้ าหนักบรรทุก
ตัวเองดังแสดงในรูปที่ 4 สามารถเขียนสมการสมดุลได้ดังนี้ 

0 ;  ; 
dN dV dM dx dy

W V N
ds ds ds ds ds

             (1a-c) 
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รูปที่ 4 ผังอิสระของชิ้นส่วนย่อยของอิลาสติกคา 

 
โดยที่ค่า N ,V  และ M  คือ ค่าแรงในแนวราบ,ค่าแรงในแนวดิ่ง 

และโมเมนต์ดัด ตามล าดับ ds  คือความยาวส่วนโค้งของชิ้นส่วนย่อยของ  
อิลาสติกคา  ความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์ดัดและความโค้ง (Moment – 
Curvature Relationship) สามารถแสดงได ้ดังสมการที่ 2 
d M

ds EI


                                                                    (2) 

และความสัมพันธ์ทางเรขาคณิตสามารถเขียนได้ดังนี้ 

cos ;
dx dy

sin
ds ds

                                                 (3a-b) 

x  และ y  คือระยะตามแนวราบและระยะตามแนวดิ่งที่วัดจาก
จุดอ้างอิง A   

ส าหรับการศึกษาในครั้งนี้ค่าต่าง ๆ ที่ใช้ในการค านวณ จะท าการแปลง
ให้เป็นแบบไร้มิติ  เพื่อความสะดวกในการค านวณและเปรียบเทียบผล  
ค่าที่ท าการแปลงให้เป็นแบบไร้มิติแสดงดังนี้  

; ;
x y s

x y s
L L L

                                                   (4a-c) 
2 2 2 3 
; ; ; ;

NL VL ML PL WL
N V M P W

EI EI EI EI EI
                 (5a-e) 

จากสมการที่ (1 – 3) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบไร้หน่วยได้ดังนี้ 

0 ; ;  cos
dN dV dM

W V Nsin
ds ds ds

                     (6a-c) 

d
M

ds


                                                        (7) 

;
dx dy

cos sin
ds ds

                                                 (8a-b) 

เงื่อนไขขอบเขตที่ปลายทั้งสองด้านของอิลาสติกคาแสดงได้ดังนี้  ที่ 0s    

     0   0; 0   0; 0 0x y                                       (9a-c) 
ที่ ts s   

     1;   0; 0t t tx s y s s                                   (10a-c) 
 

จากการพิจารณาอิลาสติกคาในสภาพแบบมีน้ าหนักตัวเองและมีแรง

กระท าในแนวราบ โดยก าหนดระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ 0 0.5h    

เพื่อค านวณหาแรงในแนวราบ P  ในรูปที่ 5 สามารถเขียนสมการสมดุล 
ณ ต าแหน่งที่มีแรงในแนวราบกระท าได้ดังนี้ 

0N N N P                                                        (11) 

N P                                                                    (12) 

 
รูปที่ 5 ผังอิสระของชิ้นส่วนย่อยของอิลาสติกคาที่ถูกกระท า 

โดยแรงในแนวราบ P  
 

ซึ่งในกรณีนี้มคีวามไม่ต่อเนื่องของแรงในแนวราบ N  ที่ต าแหน่ง
2

ts    

จึงไม่สามารถท าการอินทิเกรตแบบต่อเนื่องจาก 0s    ถึง  ts s ได้

จ าเป็นต้องแบ่งช่วงของการอินทิเกรตเป็น 2 ช่วงได้แก่  0
2

tss   

และ
2

t
t

s
s s      โดยในช่วง

2

t
t

s
s s    มีแรงในแนวราบเกิดการ

เปลี่ยนแปลงตามสมการที่  13 

2

tsN N P


 

  
 

                        (13) 

ดังนั้นเมื่อท าการอินทิเกรตมาถึงต าแหน่ง  
2

ts แรงที่ต าแหน่ง  
2

ts


จะมีค่าเป็นไปตามสมการต่อไปนี้ 

2 2

t ts s
N N P

 
   

    
   

                 (14) 

2 2

t ts s
V V

 
   

   
   

                    (15) 

2 2

t ts s
M M

 
   

   
   

                   (16) 

2 2

t ts s
x x

 
   

   
   

                     (17) 

2 2

t ts s
y y

 
   

   
   

                    (18) 

2 2

t ts s
 

 
   

   
   

                     (19) 

ซึ่งค่าดังกล่าวจะเป็นค่าเริ่มต้นของการอินทิเกรตจาก
2

tss     ไป

จนถึง ts s  เพื่อให้สอดคล้องกับเงื่อนไขของปัญหา  คือ 

( ) 1; ( ) 0; ( ) 0; 0.5
2

t
t t t

s
x s y s s x h

 
     

 
        (20a-d) 
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เนื่องจากมีการใส่แรงจากภายนอก P  เข้าไปในระบบจึงท าให้ตัวแปร

ที่ไม่ทราบค่าเพิ่มขึ้น 2 ตัวแปรคือ P  และ h แต่ในปัญหานี้ จะท าการ

ก าหนดให้ h  เป็นตัวแปรอิสระ ดังนั้นหากค่า ts  และ h   เป็นตัวแปรที่

ก าหนดให้จะมีตัวแปรที่ไม่ทราบค่าทั้งหมด 4 ตัวแปร คือ , ,M V N   และ 

P  ซึ่งสอดคล้องกับ 4 เงื่อนไขในสมการที่ (20) 
 
โดยที่ 
x   = ระยะเคลื่อนตัวในแนวราบ 
y   = ระยะเคลื่อนตัวในแนวด่ิง 

ts  = ความยาวส่วนโค้งทั้งหมด 
s   = ความยาวส่วนโค้ง 

L   = ความยาวช่วงของอิลาสติกคา 

V   = แรงในแนวดิ่ง 

N   = แรงในแนวราบ 

M   = โมเมนต์ดัด 
EI  = ความแข็งแกร่งต่อการดัด  

P  = แรงในแนวราบที่กึ่งกลางอิลาสติกคา 

h  = ระยะที่เคลื่อนที่ในแนวราบที่ต าแหน่งกึ่งกลางอิลาสติกคา 

2

ts


 
 
 

=  ความยาวส่วนโค้งที่มากกว่า  
2

ts เพียงเล็กน้อย 

2

ts


 
 
 

=  ความยาวส่วนโค้งที่น้อยกว่า  
2

ts เพียงเล็กน้อย 

3.2 กระบวนการค านวณ 

จากระบบสมการอนุพันธ์อันดับที่ 1 ของปัญหาค่าขอบเขต (6) - (8) 
ซึ่งเป็นปัญหาแบบ Two - Point Boundary Values Problem แก้ปัญหา

โดยการก าหนดค่า ts  และ W แล้วสมมุติค่าเริ่มต้น M V N และ P  
เพื่ อ ใช้ เป็ น ค่ า เริ่ ม ต้ น ใน ก ระบ วน การค าน วณ ด้ วย วิ ธี  Shooting 
Optimization ร่วมกับการอินทิเกรตเชิงตัวเลขแบบ Runge-Kutta โดยมี

เป้าหมายเพื่อหาค่าตัวแปรตามที่ต้องการ ได้แก่ M V N และ P ในที่นี้
ใช้เงื่อนไขดังระบุในสมการที่ 21 

( ) ( ) 1 ( ) 0.5
2

t
t t t

s
Min s s y s h x 

 
        

 
 (21) 

หากมีการตรวจสอบพบว่าค่าของฟังก์ชันทางขวาของสมการที่ 21 ยังมี
ค่ามากกว่าความคลาดเคลื่อนที่ยอมให้คือ 910  จะเกิดการค านวณซ้ า
จนกระทั่งได้ค าตอบที่สอดคล้องกับเงื่อนไขดังกล่าว 

4. การทดสอบตัวอย่าง 

   ท าการทดสอบตัวอย่างด้วยแบบจ าลองคานอย่างง่าย ตามรูปที่ 3 
หน้าตัดสม่ าเสมอ ความยาวช่วงพาด(Span Length) คงที่ L  โดยที่ปลาย
ด้านหนึ่งของอิลาสติกคาเป็นแบบยึดแน่น(จุด A) ในขณะที่ปลายอีกด้าน
หนึ่งวางอยู่บนจุดรองรับแบบ sleeve (จุด B) แล้วให้แรงอัดในแนวแกน
กระท าที่ปลายด้าน B ท าให้ความยาวของอิลาสติกคาเพิ่มขึ้น โดยก าหนด

ความยาวตั้งแต่ 1.0 – 3.0 m ที่น้ าหนักของอิลาสติกคาแตกต่างกัน 2 ค่า  
ซึ่งแปรผันตามความกว้างของชิ้นตัวอย่าง 25 , 50 mm ตามล าดับ  และท า
การทดสอบการมีเสถียรภาพของอิลาสติกคาโดยการเพิ่มแรงในแนวราบที่
กึ่งกลางคานของอิลาสติกคา ที่ค่าของน้ าหนัก W และความยาว s ต่าง ๆ 

4.1 เครื่องมือและอุปกรณ์ 

   1. แผ่นโพลีคาร์บอเนต ที่มีขนาดแตกต่างกัน 2 ขนาด และ
คุณสมบัติอื่นๆ ดังรายละเอียด 

ขนาด (mm) I (cm4) E (kg/cm2) W (kg/cm) 
2 x 25 x 3000 0.001667  21588.186 0.0006 
2 x 50 x 3000 0.003333 21588.186 0.0012 

 

   2. โต๊ะส าหรับการจับยึดอุปกรณ์ทดสอบ 
   3. ไม้บรรทัดเหล็ก 
   4. เครื่องชั่งแบบแขวน ค่าความละเอียด 10 กรัม 
   5. กล้องถ่ายรูปพร้อมขาตั้ง 
   6. เครื่องคอมพิวเตอร์ 
   7. กระดาษกราฟ 
   8. ตลับเมตร 

4.2 วิธีการทดลองขณะท าการทดสอบเสถียรภาพ 

1. จับยึดแผ่นโพลีคาร์บอเนตกับชุดอุปกรณ์ส าหรับทดสอบโดยมี    
ความยาวช่วงพาด(Span Length) คงที่ 0.669L   m ( 5.00W  )
และ 0.766L   m ( 7.50W  ) โดยก าหนดค่า 5.00,7.50W   
แล้วค านวณค่า L  จากสมการ 5e โดยท าการยึดปลายด้านหนึ่งของแผ่น 
โพลีคาร์บอเนตกับหัวแบบยึดแน่น(จุด A) ในขณะที่ปลายอีกด้านหนึ่งวาง
อยู่บนจุดรองรับแบบ sleeve (จุด B) ให้แรงอัดในแนวแกนกระท าที่ปลาย
ด้าน B ท าให้ความยาวของอิลาสติกคาเพิ่มขึ้น 

2. แปรผันขนาดแผ่นโพลีคาร์บอเนตที่ ขนาด 2 x 25 x 3000 mm 
และ 2 x 50 x 3000 mm  ตามล าดับ 

3. ที่แต่ละขนาดของแผ่นโพลีคาร์บอเนตให้แรงกระท าที่กึ่งกลางของ
ความยาว ท าการทดสอบโดยจับยึดกับเครื่องชั่งแบบแขวนแล้วดึงให้แรงใน

แนวราบ ก าหนดระยะการเคลื่ อนที่ ในแนวราบที่ ระยะ h = 0-0.5                         
แล้วอ่านค่าแรงทีเ่ครื่องชั่ง  

4. ท าในขั้นตอนที่ 1 – 3 อีกครั้งโดยท าการเปลี่ยนแปลงขนาดของ
แผ่นโพลีคาร์บอเนต 

5. จดบันทึกค่าความยาวส่วนโค้ง และแรงที่กระท า 
6. น าค่าตัวแปรต่างๆ ที่ได้จากการทดลองไปสรุปผลและเปรียบเทียบ

กับผลที่ได้จากการค านวณเชิงตัวเลข 
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รูปที่ 6 ชุดอุปกรณ์ส าหรับการทดลองเพื่อทดสอบเสถียรภาพ 
 

5. ผลเชิงทฤษฎีและการทดลอง 

5.1 ผลการค านวณความยาวส่วนโค้งทั้งหมดที่ยังท าให้มเีสถียรภาพ 

ในการทดสอบเสถียรภาพของอิลาสติกคาภายใต้สนามของแรงโน้มถ่วง
ของโลก  อิลาสติกคาจะถูกบังคับความยาวส่วนโค้งทั้งหมด ( ts )ให้มี
ค่าคงที่  และท าการทดสอบเสถียรภาพโดยอาศัยแรงกระท าในแนวราบที่

กึ่งกลาง P   

ตารางที่ 1 ความสัมพันธ์ระหว่างน้ าหนักของอิลาสติกคา ( W ) กับ          

ความยาวส่วนโค้งทั้งหมดที่เริ่มสูญเสียเสถียรภาพ ( ( )t cris )   

  

W  ( )t cris  

0.50 6.10 
1.00 5.20 
2.00 4.40 
2.50 4.20 
5.00 3.49 
7.50 3.18 

 
ตารางที่ 1 แสดงความยาวส่วนโค้งวิกฤติที่น้ าหนักของอิลาสติกคา W

แปรผันตั้งแต่ 0.5 ถึง 7.5 ซึ่งจะเห็นได้ว่าเมื่อน้ าหนักบรรทุกเพิ่มมากขึ้น 
ความยาวส่วนโค้งที่ท าให้อิลาสติกคาเริ่มไร้ เสถียรภาพจะยิ่ งลดลง         
อันเนื่องมาจากผลของแรงโน้มถ่วงที่เพิ่มมากขึ้นนั่นเอง 

จากข้อมูลตามตารางที่ 1 ที่ W = 5.00 และ 7.50 น าผลที่ได้ไปใช้
เป็นค่าเริ่มต้นส าหรับการทดลองอย่างง่าย ทั้งนี้เพราะจากคุณสมบัติของ
วัสดุที่เลือกใช้เป็นแผ่นโพลีคาร์บอเนต การเลือกใช้ W  ในช่วงดังกล่าวมี
ความสะดวกและเหมาะสมในการวัดและการอ่านค่าระยะการเคลื่อนที่ใน

แนวราบ ( h ) และแรงในแนวราบ ( P ) การทดสอบเสถียรภาพของ       
อิลาสติกคาท าได้โดยการสังเกตเครื่องหมายของสติฟเนสที่ต้านการเคลื่อนที่

ในแนวราบภายใต้แรงกระท า P หากมีค่ าเป็นบวกแสดงถึ งการมี
เสถียรภาพ แต่หากเป็นลบแสดงว่าไร้เสถียรภาพ ซึ่งแสดงให้เห็นดังรูปที่ 7 

เมื่อ W = 5.00 และ ts = 3.50 โดยรูปร่างของอิลาสติกคาที่ตั้งตรงมีความ
ไร้เสถียรภาพ ดังนั้นอิลาสติกคาจึงไม่สามารถตั้งตรงได้เช่นเดียวกับรูปที่ 6 
อิลาสติกคาจะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปร่างเพื่อหาจุดสมดุลที่มีเสถียรภาพ
ใหม่ที่ระยะ h = 37.4810 cm ซึ่งในกรณีนี้แสดงได้ในรูปที่ 8 ที่ 9 และใน
ท านองเดียวกันในรูปที่  10 ถึง 12 ซึ่ง W = 7.50 และ ts = 3.20 ซึ่ง
รูปร่างในแนวตั้งตรงของอิลาสติกคา มีความไร้เสถียรภาพ แต่จะมีจุดสมดุล
ที่มีเสถียรภาพใหม่คือที่ระยะ h = 54.3979 cm 

 

 
รูปที่ 7 ความสัมพันธ์ระหว่าง h  กับ P  

ที่ W = 5.00, ts = 3.50 
y

x รูป
ที่ 8 รูปร่างการเสียรูปจากการค านวณ 

ที่ W = 5.00, ts = 3.50 , 0,0.56h  ( 0,37.4810h cm ) 
 

 
รูปที่ 9 รูปร่างการเสียรูปจากการทดลอง 

ที่ W = 5.00, ts = 3.50, 0.56h   ( 37.4810h cm ) 

37.4810, 6.4591x10-5 

( )P kg

( )h cm
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รูปที่ 10 ความสัมพนัธ์ระหว่าง h  กับ P  

ที่ W = 7.50, ts = 3.20 
 

x

y

 
รูปที่ 11 รูปร่างการเสียรูปจากการค านวณ 

ที่ W = 7.50, ts = 3.20 , 0,0.71h  ( 0,54.3979h cm ) 
 

 
รูปที่ 12 รูปร่างการเสียรูปจากการทดลอง 

ที่ W = 7.50, ts = 3.20 , 0.71h  ( 54.3979h cm ) 
 
 
 
 
 
 

เพื่อแสดงให้เห็นความสอดคล้องของผลในเชิงทฤษฎีและผลในเชิง   
การทดลอง จะแสดงผลการเปรียบเทียบแรงในแนวราบที่ W = 5.00 และ 
7.50 ที่ ts  ต่าง ๆ กัน ดังแสดงในหัวข้อ 5.2 

5.2 ผลเชิงทฤษฎีและการทดลองจ าแนกรายกรณี 

จากความสัมพันธ์ระหว่างน้ าหนักของอิลาสติกคา (W ) และความยาว
ส่วนโค้งวิกฤติ ( ( )t cris ) แสดงในตารางที่ 1 น าผลการค านวณที่น้ าหนัก

ของอิลาสติกคา ( W ) เท่ ากับ  5.00 และ 7.50 ไปท าการทดสอบ
เสถียรภาพด้วยการทดลอง เพื่อเปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลข
กับผลจากการทดลองโดยท าการทดสอบกับอิลาสติกคาที่มีความกว้าง       
2 ขนาด คือ 2.50 cm และ 5.00 cm ผลเป็นดังนี้  

 
ตารางที่  2 เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง    
กับอิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm , W = 5.00 ที่ ts = 2.0  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P (kg) 

ค านวณ ทดลอง 
0 0 0 0 0 

0.1 6.693 11.34 0.0911 0.09 
0.2 13.386 24.73 0.1987 0.22 
0.3 20.079 44.88 0.3605 0.49 
0.39 26.103 83.44 0.6702 NA 

 

 
รูปที่ 13 ความสัมพนัธ์ระหว่าง h  กับ P  

ที่อิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm W = 5.00 ที่ ts = 2.0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

54.3979, 0.00023 

( )P kg

( )h cm

( )h cm

( )P kg

ค านวณ 
ทดลอง 
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ตารางที่  3 เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง    
กับอิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm , W = 5.00 ที่ ts = 2.5  

h  
(ไรห้น่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P (kg) 

ค านวณ ทดลอง 
0 0 0 0 0 

0.1 6.693 2.93 0.0235 NA 
0.2 13.386 6.12 0.0491 0.05 
0.3 20.079 9.93 0.0797 0.09 
0.4 26.772 14.96 0.1201 0.15 
0.5 33.466 22.54 0.1810 0.23 

 

 
รูปที่ 14 ความสัมพนัธ์ระหว่าง  h  กับ P  

ที่อิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm W = 5.00 ที่ ts = 2.5 
 

ตารางที่  4 เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง    
กับอิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm , W = 5.00 ที่ ts = 2.0  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P (kg) 

ค านวณ ทดลอง 
0 0 0 0 0 

0.1 6.693 11.34 0.1821 0.22 
0.2 13.386 24.73 0.3973 0.51 
0.3 20.079 44.88 0.7210 0.99 
0.39 26.103 83.44 1.3404 1.60 

 

 
รูปที่ 15 ความสัมพนัธ์ระหว่าง h   กับ P  

ที่อิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm W = 5.00 ที่ ts = 2.0 

ตารางที่  5 เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง    
กับอิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm ,W = 5.00 ที่ ts = 2.5  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P (kg) 

ค านวณ ทดลอง 
0 0 0 0 0 

0.1 6.693 2.93 0.0470 0.05 
0.2 13.386 6.12 0.0983 0.11 
0.3 20.079 9.93 0.1594 0.17 
0.4 26.772 14.96 0.2403 0.28 
0.5 33.460 22.54 0.3620 0.48 

 

 
รูปที่ 16 ความสัมพนัธ์ระหว่าง  h  กับ P  

ที่อิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm W = 5.00 ที่ ts = 2.5 
 

จากผลในตารางที่ 2 และรูปที่ 13 ความสัมพันธ์ระหว่าง h กับ P  
พบว่า ที่ b = 2.50 cm, W = 5.00 ที่ ts = 2.0 ที่ระยะการเคลื่อนที่ใน

แนวราบ h = 0 - 0.2 ผลการค านวณเชิงตัวเลขและผลเชิงทดลองให้

ค่า P ใกล้เคียงกัน โดยที่เมื่อ h  เพิ่มขึ้นค่า P  มีแนวโน้มเพิ่มขึ้นเช่นกัน 
การทดลองให้ผลไปในแนวทางเดียวกัน แต่ในบางกรณีไม่สามารถหาค่า P  
ได้เนื่องจากเกิดการยึดร้ังที่จุดรองรับ  

เมื่อความยาวส่วนโค้งทั้งหมดเพิ่มขึ้นเป็น ts = 2.5 (ตารางที่ 3 และ

รูปที่ 14) พบว่าที่ระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบที่มีค่าน้อย ( h = 0.1)  
ผลการทดลองไม่สามารถอ่านค่า P ได้ เนื่องจากข้อจ ากัดของเครื่องมือวัด
ที่ไม่สามารถอ่านค่าแรงที่ค่าแรงน้อยมากได้ เมื่อเปรียบเทียบผลการค านวณ
เชิงตัวเลขกับผลเชิงการทดลองจะมีความสอดคล้องกัน 

จากผลตารางที่ 4-5 และรูปที่ 15-16 ความสัมพันธ์ระหว่าง h กับ P  
พบว่า ที่  b = 5.00 cm ,W = 5.00 ที่ ts = 2.0 และ ts = 2.5 ผลเชิง
ทดลองให้ค่า P เป็น 2 เท่า ของแผ่นที่มีความกว้าง b = 2.50 cm ที่ระยะ

การเคลื่อนที่ในแนวราบ h = 0.1 ผลเชิงการทดลองสามารถอ่านค่า P ได้ 
0.05 kg โดยแผ่นที่มีความกว้าง b = 2.50 cm นั้น อ่านค่าไม่ได้ ซึ่งเป็น
การยืนยันได้ว่าผลการค านวณเชิงตัวเลขมีความสอดคล้องกันกับผลการ
ทดลอง 
 
 

( )P kg

( )P kg

( )P kg

( )h cm ( )h cm

( )h cm

ค านวณ 
ค านวณ 

ค านวณ 

ทดลอง 

ทดลอง 

ทดลอง 
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ตารางที่  6 เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง    
กับอิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm , W = 7.50 ที่ ts = 2.0  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P (kg) 

ค านวณ ทดลอง 
0 0 0 0 0 

0.1 7.662 10.70 0.0656 0.07 
0.2 15.323 23.37 0.1432 0.15 
0.3 22.985 42.55 0.2608 0.35 
0.39 29.881 79.56 0.4877 NA 

 

 
รูปที่ 17 ความสัมพนัธ์ระหว่าง  h  กับ P  

ที่อิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm W = 7.50 ที่ ts = 2.0 
 
ตารางที่  7 เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง    
กับอิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm , W = 7.50 ที่ ts = 2.5  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P (kg) 

ค านวณ ทดลอง 
0 0 0 0 0 

0.1 7.662 2.44 0.0149 NA 
0.2 15.323 5.10 0.0313 NA 
0.3 22.985 8.31 0.0509 0.06 
0.4 30.647 12.59 0.0772 0.08 
0.5 38.308 19.11 0.1172 0.13 

 

 
รูปที่ 18 ความสัมพนัธ์ระหว่าง h    กับ P  

ทีอ่ิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm W = 7.50 ที่ ts = 2.5 
 

ตารางที่  8 เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง    
กับอิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm , W = 7.50 ที่ ts = 2.0  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P (kg) 

ค านวณ ทดลอง 
0 0 0 0 0 

0.1 7.662 11.34 0.1390 0.16 
0.2 15.323 24.73 0.3032 0.48 
0.3 22.985 44.88 0.5502 0.64 
0.39 29.881 83.44 1.0229 NA 

 

 
รูปที่ 19 ความสัมพนัธ์ระหว่าง h   กับ P  

ที่อิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm W = 7.50 ที่ ts = 2.0 
 
ตารางที่  9 เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง    
กับอิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm , W = 7.50 ที่ ts = 2.5  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P (kg) 

ค านวณ ทดลอง 
0 0 0 0 0 

0.1 7.662 2.93 0.0359 NA 
0.2 15.323 6.12 0.0750 0.09 
0.3 22.985 9.93 0.1217 0.13 
0.4 30.647 14.96 0.1833 0.19 
0.5 38.308 22.54 0.2763 0.31 

  

 
รูปที่ 20 ความสัมพนัธ์ระหว่าง  h    กับ P  

ที่อิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm W = 7.50 ที่ ts = 2.5 

( )P kg ( )P kg

( )P kg

( )P kg

( )h cm

( )h cm

( )h cm

( )h cm

ค านวณ 

ค านวณ 

ค านวณ 

ค านวณ 

ทดลอง 

ทดลอง 

ทดลอง 

ทดลอง 
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จากผลในตารางที่ 6 และรูปที่ 17 ความสัมพันธ์ระหว่าง h  กับ P  
พบว่า ที่ b  = 2.50 cm, W = 7.50 ที่ ts = 2.0 ที่ระยะการเคลื่อนที่ใน

แนวราบ h = 0 - 0.2 แสดงให้เห็นถึงผลการค านวณเชิงตัวเลขและผลเชิง

ทดลองให้ค่าแรง P  ใกล้เคียงกัน โดยที่เมื่อ h เพิ่มขึ้น P จะเพิ่มขึ้น
เช่นกัน โดยในบางกรณีการทดลองไม่สามารถวัดค่าแรงดึงได้เนื่องจาก    
เกิดการยึดร้ังที่จุดรองรับ 

เมื่อความยาวส่วนโค้งทั้งหมดเพิ่มขึ้นเป็น ts = 2.5 (ตารางที่ 7 และ

รูปที่ 18) พบว่าที่ระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบที่มีค่าน้อย h  = 0 - 0.2 
ผลการทดลองไม่สามารถอ่านค่า P ได้ เนื่องจากข้อจ ากัดของเครื่องมือวัด
ที่ไม่สามารถอ่านค่าแรงที่ค่าแรงน้อยมากได้ เมื่อเปรียบเทียบผลการค านวณ
เชิงตัวเลขกับผลเชิงการทดลองจะมีค่าใกล้เคียงกันที่ระยะการเคลื่อนที่ใน

แนวราบ h   = 0.3 - 0.5  
จากผลตารางที่ 8-9 และรูปที่ 19-20 ความสัมพันธ์ระหว่าง h กับ P  

พบว่า ที่ b = 5.00 cm , W = 7.50 ที่ ts = 2.0 และ ts = 2.5 ผลเชิง
ทดลองให้ P เป็น 2 เท่า ของแผ่นที่มีความกว้าง b  = 2.50 cm  ที่ระยะ

การเคลื่อนที่ในแนวราบ h = 0.2 ผลเชิงการทดลองสามารถอ่านค่า P ได้ 
0.09 kg โดยแผ่นที่มีความกว้าง b  = 2.50 cm นั้น อ่านค่าไม่ได้เนื่องจาก
ค่าน้อยมาก 

จากที่กล่าวมาข้างต้นแสดงให้เห็นว่า ผลการค านวณเชิงทฤษฎี
และผลการทดลองในภาพรวมสามารถแสดงให้เห็นถึงความสอดคล้องกัน
เป็นอย่างดีซึ่งแสดงให้เห็นถึงความน่าเชื่อถือของแบบจ าลองดังกล่าว 

6. บทสรุป 

การศึกษาพฤติกรรมการมีเสถียรภาพของอิลาสติกคาภายใต้แรงอัดใน
แนวแกน  สนามของแรงโน้มถ่วงของโลก และการให้แรงในแนวราบกระท า
ที่กึ่งกลางของอิลาสติกคา เพื่อทดสอบความมีเสถียรภาพ ผลเฉลยของ
ปัญหาสามารถค านวณได้โดยใช้วิธียิงเป้าร่วมกับการอินทิเกรตเชิงตัวเลข
แบบรุงเง-คุตตา ผลที่ได้จากการค านวณเชิงตัวเลขจะถูกน ามาเปรียบเทียบ
กับผลการทดลอง เสถียรภาพของอิลาสติกคาประเมินได้โดยการสังเกต
เครื่องหมายของเส้นความสัมพันธ์ระหว่าง h และ P  ความชันที่เป็น
บวกสอดคล้องกับค่าสติฟเนสที่เป็นบวกซึ่งหมายถึงการมีเสถียรภาพ ในทาง
กลับกันหากมีค่าเป็นลบจะแสดงถึงความไร้เสถียรภาพ ความยาวส่วนโค้ง
ของอิลาสติกคาที่ท าให้อิลาสติกคาในสภาพตั้งตรงเกิดความไร้เสถียรภาพ 
(ความยาวส่วนโค้งวิกฤติ) จะถูกสังเกตจากเครื่องหมายของความสัมพันธ์นี้ 
ซึ่งพบว่าเมื่อน้ าหนักของอิลาสติกคาเพิ่มมากขึ้น ค่าความยาวส่วนโค้งวิกฤติ
จะมีค่าลดลง ซึ่งสอดคล้องกับผลการทดลองเป็นอย่างดี  นอกจากนั้น     
การค านวณยังแสดงถึงรูปร่างใหม่ที่มีความสมดุลในแบบที่มีเสถียรภาพซึ่ง
ได้ท าการเปรียบเทียบกับการทดลองซึ่งให้ผลที่สอดคล้องเช่นเดียวกัน 
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