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บทคัดย่อ 

บทความนี้น าเสนอค่าแรงอัดวิกฤติของโครงสร้างคาน-เสาที่มีความ
ยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ คาน-เสาที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้เป็น
โครงสร้างประเภทอิลาสติกคา ซึ่งปลายของโครงสร้างนี้สามารถเลื่อนผ่าน
จุดรองรับเนื่องจากน้ าหนักบรรทุกที่มากระท า ส่งผลให้ความยาวส่วนโค้ง
ของคานเปลี่ยนไป สมการครอบคลุมปัญหาของคาน -เสาสร้างจาก
ความสัมพันธ์เชิงเรขาคณิตของเส้นโค้งในระนาบของชิ้นส่วนย่อยของ
โครงสร้างคาน-เสา และจากการพิจารณาสมดุลของแรงและโมเมนต์ ชุด
สมการครอบคลุมปัญหาเป็นสมการเชิงอนุพันธ์อันดับที่ 1 แบบไม่เป็นเชิง
เส้น ซึ่งจัดเป็นปัญหาเงื่อนไขขอบเขตแบบ 2 จุด ผลค าตอบเชิงตัวเลขหาได้
โดยใช้ระเบียบวิธียิงเป้า ผลการศึกษาเชิงตัวเลขมุ่งเน้นศึกษาผลกระทบของ
แรงกระท าทางขวาง ได้แก่น้ าหนักของโครงสร้างต่อค่าแรงอัดวิกฤติส าหรับ 
4 โหมดแรกของการโก่งเดาะ และพฤติกรรมหลังการโก่งเดาะของ
โครงสร้างคาน-เสา ผลค าตอบเชิงตัวเลขแสดงให้เห็นว่าผลของแรงกระท า
ทางด้านข้างท าให้แรงอัดวิกฤติลดลงและท าให้โครงสร้างเสียเสถียรภาพ 

ค าส าคัญ: คาน-เสาที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ , แรงอัดวิกฤติ, 
พฤติกรรมหลังการโก่งเดาะ, ระเบียบวิธียิงเป้า 

Abstract 

This paper presents the critical compressive load of the 
variable-arc-length (VAL) beam-column structure. Variable arc-
length (VAL) beam-column is one of the elastica structures 
where its tip can slip through the support due to loadings, which 
results in the alteration of the total arc-length. The governing 
equations of the beam-column structure are derived by 
considering the differential geometry relations in a plane curve 
of the beam-column segment and the equilibrium of force and 
moment. The set of governing equations yields the nonlinear 
first-order differential equations, which are categorized as two-
points boundary value problem. The numerical solution can be 
solved by using the shooting optimization method. This 
numerical investigation attempts to study the effect of the 

lateral load, including the structure weight on the critical 
compression load for the first four buckling modes and the post-
buckling behavior of VAL beam-column structure. The 
numerical results show that the increase in lateral load reduces 
the critical compressive load and causes to lose its stability. 

Keywords: Critical Compressive Load, Post-Buckling Behavior, 
Shooting Optimization Method, Variable-Arc-Length Beam-
Column 

1. บทน่า 

โครงสร้างคาน-เสาที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ (Variable-Arc-
Length Beam-Column) ซึ่ งความยาวส่วนโค้งที่ เปลี่ยนไปขึ้นอยู่กับ
น้ าหนักของโครงสร้าง หรือแรงภายนอกที่มากระท า และท าให้โครงสร้าง
เกิดการแอ่นตัวมาก (Large Deflection) จากการทบทวนวรรณกรรมที่
เกี่ยวข้อง การวิเคราะห์ปัญหาคานที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้
ภายใต้แรงกระท าต่างๆ สามารถกระท าได้ทั้งวิธีเชิงวิเคราะห์และวิธีเชิง
ตัวเลขต่าง ๆ เช่น งานวิจัยของสุนิสา รอดสังวาลย์ [1] ได้ศึกษาการแอ่นตัว
มากของคานที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้โดยใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 
จีระพงษ์ เทพพิทักษ์ [2] ได้วิเคราะห์การแอ่นตัวมากของคานช่วงเดียวที่มี
ความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ภายใต้น้ าหนักบรรทุกแบบต่าง ๆ ครัณย์ 
ชุ่มกลัด [3] ศึกษาผลกระทบของปลายยื่นของอิลาสติกคาที่มีความยาวส่วน
โค้งแปรเปลี่ยนได้ภายใต้น้ าหนักบรรทุกของตัวเอง  จากงานวิจัยของ 
Athisakul และคณะ [4] ได้ศึกษาหาน้ าหนักวิกฤติไร้หน่วยของคานที่มี
ความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้และพบว่ามีค่าเท่ากับ 8.253 ซึ่งคานจะไม่
สามารถคงอยู่ในสภาวะสมดุลสถิตยศาสตร์ได้เมื่อน้ าหนักบรรทุกมากกว่า
ค่าวิกฤติ เพื่อเพิ่มน้ าหนักวิกฤติไร้หน่วยของคานในกรณีดังกล่าว การยึดรั้ง
ที่ปลายคาน อาทิ ใช้แรงดึงยึดรั้งที่ปลายคานจะช่วยเพิ่มค่าน้ าหนักบรรทุก
วิกฤติได้ ดังนั้นการันต์ คล้ายฉ่ า [5] ได้ท าการศึกษาหาน้ าหนักวิกฤติของ
คานเอียงต่างระดับที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ภายใต้แรงดึงที่จุด
รองรับ อย่างไรก็ดี งานวิจัยในอดีตยังไม่ได้ศึกษาพฤติกรรมการโก่งเดาะ
ของคานที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ภายใต้แรงอัดที่ปลายคาน
โดยรวมผลกระทบจากแรงด้านข้างด้วย 
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ดังนั้นงานวิจัยนี้ มีวัตถุประสงค์เพื่อศึกษาพฤติกรรมหลังการโก่งเดาะ
และหาแรงอัดวิกฤติของโครงสร้างคาน-เสาที่มีความยาวส่วนโค้ง
แปรเปลี่ยนได้ โดยพิจารณาผลกระทบจากแรงกระท าด้านข้างของคานด้วย 
งานวิจัยนี้ได้สร้างสมการทางคณิตศาสตร์ในรูปของสมการเชิงอนุพันธ์แบบ
ไม่เป็นเชิงเส้นและใช้วิธียิงเป้า (Shooting Method) ส าหรับหาค าตอบเชิง
ตัวเลข 

2. สมการที่ใช้ส่าหรับการวิเคราะห์ 

รูปที่ 1 แสดงลักษณะทางกายภาพของโครงสร้างคาน-เสาที่มีความ
ยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ที่มีจุดรองรับทั้ง 2 ด้านอยู่ในระดับเดียวกัน 
ภายใต้น้ าหนักบรรทุกแบบกระจายสม่ าเสมอเนื่องจากน้ าหนักของ
โครงสร้าง (𝑤) และแรงอัดที่จุดรองรับด้านขวา (𝑁𝐵) ปลายด้านขวา
ของโครงสร้างพาดอยู่บนจุดรองรับที่ยอมให้โครงสร้างเลื่อนสไลด์ผ่านได้ 
ดังนั้นเมื่อมีแรงมากระท าจะท าให้ความยาวส่วนโค้งของคาน-เสา (𝑆𝑡) 
สามารถแปรเปลี่ยนได้ ขณะที่ระยะห่างระหว่างจุดรองรับทั้ง 2 ข้างของ
คาน-เสาหรือความยาวช่วงมีค่าคงที่ (𝐿) จากการแอ่นตัวมากของคาน-
เสา จะท าให้คานแอ่นตัวจากต าแหน่งก่อนการเสียรูปไปยังต าแหน่งของ
คานที่สภาวะสมดุลสถิตย์ (𝑦𝑠) 

 

รูปที่ 1 ลักษณะการแอ่นตัวมากของโครงสร้างคาน-เสาที่มีความยาวส่วนโค้ง
แปรเปลี่ยนได้ภายใต้แรงอัดที่จุดรองรับ B 

รูปที่ 2 แสดงผังอิสระของชิ้นส่วนย่อยของคานที่มีความยาวส่วนโค้ง
น้อย ๆ (𝑑𝑠𝑠) จากรูปนี้ สมการความสัมพันธ์เชิงเรขาคณิตของเส้นโค้งใน
ระนาบโดยอ้างอิงทฤษฎีอิลาสติกคาสามารถแสดงได้ดังต่อไปนี้ 

𝑑𝑦𝑠

𝑑𝑠𝑠
= 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (1ก) 

𝑑𝑥

𝑑𝑠𝑠
= 𝑐𝑜𝑠 𝜃  (1ข) 

𝑑𝜃

𝑑𝑠𝑠
= 𝜅 = −

𝑀

𝐸𝐼
 (1ค) 

โดยที่ตัวแปร 𝜃 คือมุมระหว่างแนวราบกับแนวสัมผัสของโครงสร้าง 
𝑠𝑠 คือพิกัดตามความยาวส่วนโค้งของคาน และ 𝑥 คือพิกัดตามระยะใน
แนวราบของโครงสร้าง ตัวแปร 𝐸 และ 𝐼 คือโมดูลัสยืดหยุ่นและโมเมนต์
ความเฉื่อยของหน้าตัดโครงสร้าง ตามล าดับ 

จากรูปที่ 2 สมการสมดุลของโครงสร้างคาน-เสาสามารถเขียนให้อยู่ใน
รูปของสมการเชิงอนุพันธ์อันดับที่ 1 ซึ่งประกอบด้วยสมการสมดุลของแรง
ตามแนวสัมผัสและแนวตั้งฉากกับเส้นโค้งการเสียรูปของโครงสร้างดัง

สมการที่ (2ก) และ (2ข) ขณะที่สมการที่ (2ค) คือสมการสมดุลของโมเมนต์

รอบจุด 𝑜 

𝑑𝑁𝑠

𝑑𝑠𝑠
= 𝑉

𝑑𝜃

𝑑𝑠𝑠
− 𝑤 sin 𝜃   (2ก) 

𝑑𝑉

𝑑𝑠𝑠
= −𝑁𝑠

𝑑𝜃

𝑑𝑠𝑠
− 𝑤 sin 𝜃  (2ข) 

𝑑𝑀

𝑑𝑠𝑠
= 𝑉    (2ค) 

ตัวแปร 𝑁𝑠 𝑀 และ 𝑉 คือแรงอัดตามแนวแกน โมเมนต์ดัดและแรง
เฉือนที่ต าแหน่งต่าง ๆของคาน ตามล าดับ  

 
รูปที่ 2 ผังอิสระของชิ้นส่วนย่อยของโครงสร้างคาน-เสา 

สมการที่ (1) และ (2) เป็นสมการแบบไม่เป็นเชิงเส้นซึ่งจ าเป็นต้องหา
ค าตอบด้วยวิธีการเชิงตัวเลข เพื่อให้ง่ายต่อการค านวณจ าเป็นต้องจัดให้อยู่
ในรูปแบบไร้หน่วย ตามความสัมพันธ์ต่อไปนี้ 

𝑠∗ =
𝑠𝑠

𝑠𝑡
, �̂�𝑡 = 𝑠𝑡/𝐿, �̂� =

𝑥

𝐿
 , �̂� =

𝑦𝑠

𝐿
, �̂� =

𝑠𝑠

𝐿
 (3ก) 

�̂� =
𝑤𝐿3

𝐸𝐼
, �̂� =

𝑁𝑠𝐿2

𝐸𝐼
, �̂� =

𝑉𝐿2

𝐸𝐼
, �̂� =

𝑀𝐿

𝐸𝐼
 (3ข) 

ตัวแปร �̂�𝑡 ความยาวไร้หน่วยของโครงสร้าง �̂� คือค่าพิกัดตามความ
ยาวส่วนโค้งแบบไร้หน่วย �̂� �̂� �̂� และ �̂� คือค่าไร้หน่วยของน้ าหนัก
โครงสร้าง แรงอัดตามแนวแกน แรงเฉือนและโมเมนต์ดัด ตามล าดับ จาก
สมการที่ (3ก) และ (3ข) ท าให้สามารถเขียนสมการครอบคลุมปัญหา
สมการที่ (1) และ (2) ให้อยู่ในรูปของสมการไร้หน่วยได้ดังนี้ 

𝑑�̂�

𝑑𝑠∗ = �̂�𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃    (4ก) 
𝑑𝑥

𝑑𝑠∗ = �̂�𝑡 cos θ    (4ข) 
𝑑𝜃

𝑑𝑠∗ = �̂�𝑡�̂�    (4ค) 
𝑑�̂�

𝑑𝑠∗ = �̂�
𝑑𝜃

𝑑𝑠∗ − �̂�𝑡�̂� 𝑠𝑖𝑛 𝜃   (4ง) 
𝑑�̂�

𝑑𝑠∗ = −�̂�
𝑑𝜃

𝑑𝑠∗ − �̂�𝑡�̂� 𝑐𝑜𝑠 𝜃   (4จ) 
𝑑�̂�

𝑑𝑠∗ = �̂�𝑡�̂�     (4ฉ) 

ระบบสมการที่ (4) จัดเป็นปัญหาค่าเงื่อนไขของเขตแบบ 2 จุด ซึ่งใน
การศึกษานี้ได้ใช้วิธียิงเป้า (Shooting Method, SM) ในการหาค าตอบเชิง
ตัวเลข ซึ่งได้ก าหนดเงื่อนไขของจุดรองรับทั้ง 2 ด้านของโครงสร้างดังนี้ ที่
จุดรองรับด้านซ้าย (จุด A) ของโครงสร้างก าหนดให้อยู่ที่พิกัด �̂� = 0 และ
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 �̂� = 0 ขณะที่จุดรองรับด้านขวา (จุด B) ของโครงสร้างอยู่ที่พิกัด
 �̂� = 1 และ �̂� = 0 เนื่องจากจุดรองรับทั้ง 2 ข้างของคานเป็นแบบ
ยึดหมุน ดังนั้นโมเมนต์ดัด (�̂�) ที่ปลายทั้ง 2 ข้างของคานเท่ากับศูนย์ 
อย่างไรก็ดี ค่ามุม (𝜃) แรงเฉือน (�̂�) และแรงอัดตามแนวแกน (�̂�) ที่
จุดรองรับ B เป็นตัวแปรไม่ทราบค่า ซึ่งจ าเป็นต้องเดาค่าเริ่มต้นให้กับตัว
แปรไม่ทราบค่านี้เป็น 𝜃𝐵, �̂�𝐵 และ �̂�𝐵 ตามล าดับ ดังนั้นในกระบวนการ
ค านวณ ค่าเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายทั้งสองข้างของโครงสร้าง ทั้งที่ทราบค่า
และไม่ทราบค่า สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบสมการไร้หน่วยดังต่อไปนี้ 

จุดรองรับ A (𝑠∗ = 0): 

�̂� = 0, �̂� = 0, �̂� = 0, 𝜃 = 𝜃𝐴, �̂� = �̂�𝐴, �̂� = �̂�𝐴 (5) 
จุดรองรับ B (𝑠∗ = 1): 

�̂� = 1, �̂� = 0, �̂� = 0, 𝜃 = 𝜃𝐵, �̂� = �̂�𝐵, �̂� = �̂�𝐵 (6) 

กระบวนการหาค าตอบเชิงตัวเลขสามารถสรุปเป็นขั้นตอนได้ดังต่อไปนี้ 
เริ่มแรกให้ก าหนดค่าของตัวแปรควบคุม �̂�𝑡 (ความยาวส่วนโค้งของ
โครงสร้างแบบไร้หน่วย) ก าหนดน้ าหนักของคาน (�̂�) ซึ่งเป็นค่าคงที่ และ
ค่าเงื่อนไขขอบเขต (�̂�, �̂� และ �̂� ที ่𝑠∗ = 1) จากนั้นประมาณค่าเริ่มต้น
ของตัวแปรไม่ทราบค่าซึ่งประกอบด้วย 𝜃 และ �̂� ที่ 𝑠∗ = 1 ให้เท่ากับ 
𝜃𝐵 และ �̂�𝐵 ตามล าดับ และประมาณค่าแรงอัดไร้หน่วย (�̂�𝐵) โดยอาศัย
ทฤษฎีของโรงสร้างที่แอ่นตัวน้อยแบบเป็นเชิงเส้นเพื่อใช้เป็นค่าเดาเริ่มต้น 
จากนั้น อินทริเกรตสมการครอบคลุมปัญหาทั้ง 6 สมการ (สมการที่ (4)) 
ตามพิกัดส่วนโค้งของคานจาก 𝑠∗ = 1 ถึง 𝑠∗ = 0 (จากจุด B ถึงจุด A) 
ด้วยวิธี Cash-Karp Runge-Kutta อันดับที่ 5 โดยควบคุม Step Size ของ
การอินทริเกรต เพื่อให้ได้ค าตอบเชิงตัวเลขที่มีความถูกต้องแม่นย าเพียงพอ 
การศึกษานี้ใช้ Step Size เท่ากับ 0.01 จากนั้นใช้กระบวนการท าซ้ า 
Newton-Raphson เพื่อท าการปรับแก้ค่าเริ่มต้นของตัวแปรที่ไม่ทราบค่า 
(𝜃𝐵,  �̂�𝐵,  �̂�𝐵) จนกระทั้งผลลัพธ์ลู่เข้าและสอดคล้องกับเงื่อนไขใน
สมการที่ (7) โดยก าหนดค่าความคลาดเคลื่อนที่ยอมให้ (Tolerance) 
เท่ากับ 10-12  

Min
𝜃𝐵,�̂�𝐵,�̂�𝐵

Φ = |�̂�(0)| + |�̂�(0)| + |�̂�(0)| = 0 (7) 
 

ขั้นตอนสุดท้ายให้บวกส่วนเพิ่ม Δ�̂�𝑡 เข้ากับค่าตัวแปรควบคุม �̂�𝑡 และ
ท าซ้ ากระบวนการดังกล่าวข้างต้นทั้งหมดเพื่อสร้างเส้นโค้งความสัมพันธ์
ระหว่าง 𝜃𝐵 และ �̂�𝐵 

3. ผลค่าตอบเชิงตัวเลข 

3.1  ตรวจสอบความถูกต้องของค าตอบเชิงตัวเลขกรณีไม่พิจารณาน  าหนัก
คาน (�̂� = 0) 

เพื่อตรวจสอบความถูกต้องของแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ ของ
โครงสร้างที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้และผลเฉลยเชิงตัวเลขที่ได้
จากการค านวณด้วยวิธียิงเป้า จึงน าค าตอบที่ได้มาเปรียบเทียบกับค าตอบ
จากงานวิจัยในอดีตของ Chucheepsakul และ Monprapussorn [6] ซึ่ง
ใชว้ิธีอีลิปติคอินทิกรัล (Elliptic Integral Method, EIM) ในการหาค าตอบ
เชิงตัวเลข ซึ่งงานวิจัยดังกล่าวนี้ได้วิเคราะห์ท่อล าเลียงของไหลที่มีความ

ยาวส่วนโค้ งแปรเปลี่ ยนได้  ซึ่ งพบว่ าแรงจากของไหลภายในท่อ
เปรียบเสมือนแรงอัดกระท าที่ปลายท่อ ซึ่งผลค าตอบที่ได้จึงสามารถน ามา
เปรียบเทียบกับการศึกษานี้ได้ อย่างไรก็ดี กรณีที่ท าการเปรียบเทียบนี้ไม่ได้
พิจารณาน้ าหนักของโครงสร้าง (�̂� = 0)  

 
รูปที่ 3 ความสัมพันธ์ระหว่างแรงอัดที่ปลายโครงสร้าง (�̂�𝐵) และมุมที่จุดรองรับ 
B (𝜃𝐵) กรณีที่ �̂� = 0 

ตารางที่ 1 ผลการวิเคราะห์เชิงตัวเลขของโครงสร้างคาน-เสากรณีที่ �̂� = 𝟎 

Mode �̂�𝑡 𝜃𝐴 𝜃𝐵 �̂�𝑚𝑎𝑥 �̂�𝑚𝑎𝑥 �̂�𝑚𝑎𝑥 �̂�𝐵 

1 

1.2 0.83 -0.83 -0.30 5.53 -2.21 5.04 

1.4 1.10 -1.10 -0.43 5.26 -2.54 2.66 

1.6 1.28 -1.28 -0.55 4.57 -2.61 1.38 

1.8 1.40 -1.40 -0.65 3.90 -2.57 0.66 

2.0 1.50 -1.50 -0.75 3.32 -2.49 0.24 

2 

1.2 -0.83 -8.32 0.15 22.12 4.42 20.17 

1.4 -1.10 -1.10 0.22 21.05 5.09 10.62 

1.6 -1.28 -1.28 0.27 -18.29 5.21 5.51 

1.8 -1.40 -1.40 0.33 -15.60 5.13 2.64 

2.0 -1.50 -1.50 0.37 -13.29 4.97 0.97 

3 

1.2 -0.83 0.83 -0.10 49.79 -6.63 45.40 

1.4 -1.10 1.10 -0.14 47.39 -7.64 23.96 

1.6 -1.28 1.28 -0.18 41.16 -7.82 12.40 

1.8 -1.40 1.40 -0.22 35.09 -7.70 5.98 

2.0 -1.50 1.50 -0.25 29.90 -7.46 2.15 

4 

1.2 0.83 0.83 0.07 88.52 -8.38 80.67 

1.4 1.10 1.11 0.10 84.22 9.61 42.75 

1.6 1.28 1.27 -0.13 -73.15 -9.81 22.15 

1.8 1.40 1.40 0.15 62.43 -9.64 10.57 

2.0 1.50 1.50 0.18 53.19 -9.31 3.91 

จากผลการวิเคราะห์ ความสัมพันธ์ระหว่างระหว่างแรงอัดที่ปลาย
โครงสร้าง (�̂�𝐵) และมุมที่จุดรองรับ B (𝜃𝐵) ของการโก่งเดาะ 4 โหมด
แรกของโครงสร้างคาน-เสาแสดงดังรูปที่ 3 และผลค าตอบเชิงตัวเลขได้
แสดงไว้ในตารางที่ 1 ได้แก่ค่าความยาวส่วนโค้งทั้งหมดของโครงสร้าง 

(�̂�𝑡) มุมที่จุดรองรับ A (𝜃
𝐴

) มุมที่จุดรองรับ B (𝜃𝐵) ค่าการแอ่นตัว
สู งสุด (�̂�𝑚𝑎𝑥) ค่าแรงเฉือนสูงสุด (�̂�𝑚𝑎𝑥) ค่าโมเมนต์ดัดสู งสุด 
(�̂�𝑚𝑎𝑥) และค่าแรงอัดไร้หน่วยที่ปลายด้านขวา (�̂�𝐵) 
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จากรูปที่ 3 พบว่าเมื่อแรงอัดที่ปลายโครงสร้างค่อยๆเพิ่มขึ้นแต่
โครงสร้างยังไม่เกิดการเสียรูป จนกระทั่งแรงอัดเพิ่มขึ้นจนถึงค่าที่มากที่สุด 

(ที่ 𝜃𝐵 = 0 rad) ซึ่งเรียกว่าแรงอัดวิกฤติ (�̂�𝐵𝑐𝑟 ) ซึ่งท าให้โครงสร้างเกิด
การโก่งเดาะ ที่สภาวะนี้เรียกว่าสภาวะสมดุลวิกฤติ (Critical Equilibrium) 
หลังจากนั้นโครงสร้างจะแสดงพฤติกรรมหลังการโก่งเดาะ โดยโครงสร้าง
จะเริ่มเกิดการแอ่นตัวมากขึ้นในขณะที่แรงอัดที่ปลายโครงสร้างจะลดลง 
ซึ่ งสภาวะนี้ เ รียกว่าสภาวะสมดุลแบบไม่มี เสถียรภาพ (Unstable 
Equilibrium) การโก่งเดาะของโครงสร้างภายใต้แรงอัดสามารถเกิดขึ้นได้
หลายโหมดขึ้นอยู่กับแรงอัดที่กระท ากับโครงสร้าง ซึ่งการโก่งเดาะในโหมด
ที่ 1 มีค่าต่ าที่สุดและจะเกิดขึ้นง่ายที่สุด ตัวอย่างรูปร่างการโก่งเดาะของ
โครงสร้างแต่โหมดแสดงในรูปที่ 4 ซึ่งการโก่งเดาะทุกโหมดที่แสดงในรูปนี้
เกิดขึ้นภายใต้แรงอัดที่ปลายโครงสร้างเท่ากัน (�̂�𝐵 = 5) จากรูปที่ 4 
พบว่ารูปร่างการโก่งเดาะของโหมดที่ 1 จะไม่มีจุดดัดกลับ (Inflection 
Point) ขณะที่รูปร่างของโหมดที่ 2 3 และ 4 จะมีจ านวนจุดดัดกลับเท่ากับ 
1 2 และ 3 จุดตามล าดับ กล่าวคือจ านวนจุดดัดกลับจะเท่ากับ 𝑛 − 1 
เมื่อ 𝑛  คือล าดับโหมดของการโก่งเดาะ 

ตารางที่ 2 เปรียบเทียบผลค าตอบเชิงตัวเลขที่สภาวะวิกฤติของโครงสร้างส าหรับ
กรณีที่ไม่พิจารณาน้ าหนักโครงสร้าง (�̂� = 𝟎) 

Mode 
𝜽𝑩 �̂�𝒎𝒂𝒙 �̂�𝒕 �̂�𝑩𝒄𝒓 

EIM SM EIM SM EIM SM EIM SM 
1 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 1.0 9.8696 9.8695 
2 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 1.0 39.4784 39.4763 
3 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 1.0 88.8264 88.7801 
4 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 1.0 157.9136 157.5752 

 
รูปที่ 4 รูปร่างการโก่งเดาะของโครงสร้างทั้ง 4 โหมด กรณี �̂� = 0 และแรงอัดที่
ปลาย �̂�𝐵 = 5 

ผลค าตอบเชิงตัวเลขที่สภาวะวิกฤติของโครงสร้าง ซึ่งสามารถหาได้
จากจุดสูงสุดบนเส้นกราฟความสัมพันธ์ระหว่างแรงอัดที่ปลายโครงสร้าง 
(�̂�𝐵) และมุมที่จุดรองรับ B (𝜃𝐵) (รูปที่ 3) ได้แสดงไว้ในตารางที่ 2 โดย
ได้เปรียบเทียบผลค าตอบที่ได้จากวิธียิงเป้า (Shooting Method, SM) 
ของงานวิจัยนี้กับค าตอบจากวิธีอีลิปติคอินทิกรัล (Elliptic Integral 
Method, EIM) จ า ก ง า น วิ จั ย ข อ ง  Chucheepsakul แ ล ะ 
Monprapussorn [6] โดยผลการวิเคราะห์ที่น ามาเปรียบเทียบกันได้แก่ 
ค่ามุมที่จุดรองรับ A (𝜃𝐴) ค่าการแอ่นตัวสูงสุด (�̂�𝑚𝑎𝑥) ค่าความยาว

ส่วนโค้งทั้งหมดของโครงสร้าง (�̂�𝑡) และแรงอัดวิกฤติของแต่ละโหมด 
(�̂�𝐵𝑐𝑟) ผลการเปรียบเทียบพบว่าค าตอบเชิงตัวเลขที่ได้จากทั้ง 2 วิธีนี้มี
ความสอดคล้องกันมาก อย่างไรก็ดีพบว่าแรงอัดวิกฤติไร้หน่วยจะมีค่าเข้า
ใกล้กับ �̂�𝐵𝑐𝑟 ≈ (𝑛𝜋)2 โดยที่ 𝑛 คือล าดับโหมดของการโก่งเดาะ ซึ่ง
แรงอัดวิกฤติของโครงสร้างที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้นี้จะตรงกับ
แรงอัดวิกฤติของเสาที่ได้จากกระบวนการเชิงวิเคราะห์แบบเป็นเชิงเส้น แต่
ทว่าพฤติกรรมหลังการโก่งเดาะของโครงสร้างที่มีความยาวส่วนโค้ง
แปรเปลี่ยนได้จะต่างจากพฤติกรรมของเสาทั่วไป และเมื่อมีแรงด้านข้าง
กระท าร่วมด้วยพฤติกรรมของโครงสร้างก็จะต่างออกไป ซึ่งได้น าเสนอใน
หัวข้อถัดไปนี้ 

3.2 ผลกระทบของแรงด้านข้างจากน  าหนักของโครงสร้างต่อพฤติกรรม
การโก่งเดาะ (�̂� ≠ 0) 

ตารางที่ 3 ผลการวิเคราะห์เชิงตัวเลขของโครงสร้างกรณีที่ �̂� = 6 

Mode �̂�𝑡 𝜃𝐴 𝜃𝐵 �̂�𝑚𝑎𝑥 �̂�𝑚𝑎𝑥 �̂�𝑚𝑎𝑥 �̂�𝐵 

1 

1.2 -0.83 0.83 0.29 -5.86 2.20 0.46 
1.4 -1.10 1.10 0.43 -5.35 2.56 -2.00 

1.6 -1.27 1.27 0.55 -4.43 2.65 -3.65 
1.8 -1.39 1.39 0.65 3.69 2.65 -4.83 

2.0 -1.47 1.47 0.75 -3.32 2.62 -5.75 

2 

1.2 0.94 0.70 -0.17 21.98 -4.57 20.45 

1.4 1.28 0.92 -0.25 21.03 -5.28 11.03 
1.6 1.53 1.02 -0.32 18.46 -5.43 6.09 

1.8 1.75 1.07 -0.39 16.10 -5.39 3.39 
2.0 1.98 1.08 -0.45 14.37 -5.30 1.80 

3 

1.2 -0.78 0.78 -0.11 49.79 -6.74 45.00 
1.4 -1.03 1.03 -0.17 47.40 -7.77 23.60 

1.6 -1.17 1.17 -0.22 41.19 -7.98 12.15 
1.8 -1.26 1.26 -0.26 35.18 -7.88 5.71 

2.0 -1.31 1.30 -0.31 30.09 -7.67 1.97 

4 

1.2 0.86 0.80 -0.08 88.50 -8.44 80.73 

1.4 1.14 1.06 -0.11 84.23 -9.68 42.79 
1.6 1.34 1.21 -0.14 73.19 -9.90 22.27 

1.8 1.49 1.32 -0.17 62.48 -9.76 10.75 
2.0 1.61 1.38 -0.20 53.34 -9.47 4.13 

เพื่อศึกษาผลกระทบของแรงด้านข้างจากน้ าหนักโครงสร้างต่อ
พฤติกรรมการโก่งเดาะของโครงสร้าง จากผลการวิเคราะห์ เส้นกราฟ
ความสัมพันธ์ระหว่างค่าแรงอัดที่ปลายโครงสร้าง (�̂�𝐵) และมุมที่จุด

รองรับ B (𝜃
𝐵

) ภายใต้น้ าหนักโครงสร้าง �̂� = 2, 4, 6 และ 8 ได้แสดง
ในรูปที่ 5-8 ตามล าดับ และผลการค านวณเชิงตัวเลขของกรณีตัวอย่างที่ 

�̂� = 6 ได้แสดงไว้ในตารางที่ 3 ซึ่งประกอบด้วยค่าความยาวส่วนโค้ง

ทั้งหมดของโครงสร้าง (�̂�
𝑡
) มุมที่จุดรองรับ A (𝜃

𝐴
) มุมที่จุดรองรับ B 

(𝜃𝐵) ค่าการแอ่นตัวสูงสุด (�̂�𝑚𝑎𝑥) ค่าแรงเฉือนสูงสุด (�̂�𝑚𝑎𝑥) ค่า
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โมเมนต์ดัดสูงสุด (�̂�𝑚𝑎𝑥) และค่าแรงอัดไร้หน่วยที่ปลายด้านขวา 
(�̂�𝐵)  

 
รูปที่ 5 ความสัมพันธ์ระหว่างแรงอัด (�̂�𝐵) และมุมที่จุดรองรับ B (𝜃𝐵) กรณีที่ 
�̂� = 2 

 
รูปที่ 6 ความสัมพันธ์ระหว่างแรงอัด (�̂�𝐵) และมุมที่จุดรองรับ B (𝜃𝐵) กรณีที่ 
�̂� = 4 

 

 
รูปที่ 7 ความสัมพันธ์ระหว่างแรงอัด (�̂�𝐵) และมุมที่จุดรองรับ B (𝜃𝐵) กรณีที่ 
�̂� = 6 

 
รูปที่ 8 ความสัมพันธ์ระหว่างแรงอัด (�̂�𝐵) และมุมที่จุดรองรับ B (𝜃𝐵) กรณีที่ 
�̂� = 8 
 

 

ตารางที่ 4 ผลการวิเคราะห์เชิงตัวเลขที่สภาวะวิกฤติของโครงสร้างคาน-เสา 

�̂� Mode �̂�𝒕 𝜽𝑨 𝜽𝑩 �̂�𝒎𝒂𝒙 �̂�𝒎𝒂𝒙 �̂�𝒎𝒂𝒙 �̂�𝑩𝒄𝒓 % Buckling load* 

2 

1 1.03280 -0.35887 0.35887 0.11589 -3.47572 1.08259 6.32515 100 

2 1.00019 0.02282 -0.02786 -0.00891 0.33345 -0.10376 39.47308 624 

3 1.00180 -0.07405 0.07403 -0.01226 -7.47217 -0.82261 87.18394 1378 

4 1.00007 -0.00943 -0.02210 -0.00277 -2.48926 -0.20502 157.84769 2496 

4 

1 1.05200 -0.44940 0.44940 0.14637 -4.30091 1.32546 4.07407 100 

2 1.00075 0.05040 -0.05067 -0.01777 0.63538 -0.20219 39.58166 972 

3 1.00290 -0.08498 0.08495 -0.01793 -9.85830 -1.05336 86.22372 2116 

4 1.00004 0.01594 -0.00580 -0.00367 1.08544 -0.115329 157.87403 3875 

6 

1 1.06770 -0.51049 0.51049 0.16742 -4.83850 1.47905 2.08456 100 

2 1.00019 0.01892 -0.01893 -0.01398 1.76356 -0.28411 74.00833 3550 

3 1.00380 -0.08775 0.08772 -0.02282 -10.53774 -1.20974 85.41382 4097 

4 1.00008 0.01887 -0.01910 -0.00475 0.45995 -0.07597 157.97282 7578 

8 

1 1.08120 -0.55694 0.55694 0.18375 -5.23687 1.58975 0.22827 100 

2 1.00309 0.11027 -0.09446 -0.03599 1.30688 -0.41245 39.35958 17243 

3 1.00490 -0.09103 0.09099 -0.02785 11.76699 -1.37248 84.68813 37100 

4 1.00014 0.03245 -0.01825 -0.006843 1.28075 -0.15119 157.86157 69156 
หมายเหต ุ  % Buckling load* คือรอ้ยละของค่าแรงอดัวิกฤติท่ีเทียบกบัโหมดการโก่งเดาะท่ี 1
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รูปที่ 9 รูปร่างการโก่งเดาะของโครงสร้างทั้ง 4 โหมดกรณีที่ �̂� = 6 และ �̂�𝐵 =

1 

 
รูปที่ 10 รูปร่างการโก่งเดาะของโครงสร้างในโหมดที่ 1 ภายใต้แรงอัดต่างๆ 

 
รูปที่ 11 รูปร่างการโก่งเดาะของโครงสร้างในโหมดที่ 2 ภายใต้แรงอัดต่างๆ 

ในที่นี้ จะอธิบายพฤติกรรมของโครงสร้างในกรณีที่ �̂� = 6 ซึ่งรูปที่ 
7 แสดงเส้นโค้งความสัมพันธ์ระหว่างแรงอัดที่ปลายโครงสร้าง (�̂�𝐵) และ
มุมที่จุดรองรับ B (𝜃𝐵) ของโหมดการเสียรูปทั้ง 4 แบบ ส าหรับโหมดที่ 1 
(เส้น 1a-1e) พบว่าจุดที่เกิดการโก่งเดาะคือจุด 1c (Critical Point) ส าหรับ
ช่วง 1a–1c โครงสร้างอยู่ในสภาวะสมดุลแบบมีเสถียรภาพ (Stable 
Equilibrium) คือสภาวะที่ค่า 𝜃𝐵 เพิ่มขึ้นพร้อมกับค่า �̂�𝐵 เพิ่มมากขึ้น 
ขณะที่ช่วง 1c–1e โครงสร้างอยู่ ในสภาวะสมดุลแบบไร้เสถียรภาพ 
(Unstable Equilibrium) คือสภาวะที่ค่า 𝜃𝐵 เพิ่มขึ้นแต่ค่า �̂�𝐵 ลดลง 
อย่างไรก็ดี ส าหรับโหมดที่ 2 3 และ 4 จะไม่เกิดสภาวะสมดุลแบบมี

เสถียรภาพ จะพบเฉพาะสภาวะสมดุลวิกฤติและสภาวะสมแบบไร้
เสถียรภาพ โดยมีสภาวะสมดุลวิกฤติอยู่ที่จุด 2b 3b และ 4b ส าหรับโหมด
การโก่งเดาะที่ 2 3 และ 4 ตามล าดับ นอกจากนั้นยังพบว่าโครงสร้าง
เปลี่ยนรูปแบบการโก่งเดาะจากโหมดที่ 2 ไปยังโหมดที่ 3 ตามเส้นโค้ง 2b-
3b ดังแสดงในรูปที่ 7 ทั้งนี้ค่าแรงอัดวิกฤติของโครงสร้าง (�̂�𝑩𝒄𝒓) ส าหรับ
โหมดการโก่งเดาะที่ 1-4 ภายใต้น้ าหนัก �̂� = 2, 4, 6, และ 8 ได้แสดงไว้
ในตารางที่ 4 

รูปที่ 9 แสดงเปรียบเทียบรูปร่างการโก่งเดาะของโครงสร้างทั้ง 4 
รูปแบบในกรณีที่น้ าหนัก (�̂�) เท่ากับ 6 และมีค่าแรงอัดไร้หน่วยที่ปลายที่
ด้านขวาเท่ากัน (�̂�𝐵 = 1) รูปที่ 10-13 แสดงรูปร่างการโก่งเดาะของ

โครงสร้างตั้งแต่โหมดที่ 1-4 ตามล าดับ ส าหรับกรณีที่ �̂� = 6 ซึ่งพิจารณา
ที่จุด a b c d และ e บนเส้นกราฟในรูปที่ 7  

 
รูปที่ 12 รูปร่างการโก่งเดาะของโครงสร้างในโหมดที่ 3 ภายใต้แรงอัดต่างๆ 

 

 
รูปที่ 13 รูปร่างการโก่งเดาะของโครงสร้างในโหมดที่ 4 ภายใต้แรงอัดต่างๆ 

 

4. สรุป 

งานวิจัยนี้น าเสนอสมการครอบคลุมปัญหาที่อยู่ในรูปของสมการเชิง
อนุพันธ์อันดับที่ 1 แบบไม่เป็นเชิงเส้นส าหรับวิเคราะห์พฤติกรรมการโก่ง
เดาะของโครงสร้างคาน-เสาที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ โดยใช้วิธี
ยิงเป้าในการหาค าตอบเชิงตัวเลข ซึ่งผลเฉลยที่ได้เมื่อน าไปเปรียบเทียบกับ
งานวิจัยในอดีตที่วิเคราะห์ได้จากวิธีอีลิปติคอินทิกรัลพบว่าผลลัพธ์ทั้งสองมี
ความสอดคล้องกันโดยจะมีค่าต่างกันไม่เกิน 0.05% จากการวิเคราะห์
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พฤติกรรมการโก่งเดาะของโครงสร้างภายใต้แรงอัดที่ปลายโดยค านึงถึง
ผลกระทบจากแรงทางด้านข้าง พบว่าแรงทางด้านข้างท าให้แรงอัดวิกฤติ
และเสถียรภาพของโครงสร้างลดลง ซึ่งโครงสร้างสามารถเกิดการโก่งเดาะ
ได้หลายรูปแบบ ได้แก่โหมดที่ 1 ซึ่งเป็นโหมดที่มีรูปร่างการโก่งเดาะที่
ปราศจากจุดดัดกลับ ส าหรับโหมดการโก่งเดาะที ่2 3 และ 4 จะพบจ านวน
จุดดัดกลับเท่ากับ 1 2 และ 3 ตามล าดับ ส าหรับโหมดการโก่งเดาะที่ 1 จะ
มีสภาวะสมดุล 3 รูปแบบ ได้แก่สภาวะสมดุลแบบมีเสถียรภาพ สภาวะ
สมดุลวิกฤติ และสภาวะสมดุลแบบไร้เสถียรภาพ ส าหรับโหมดการโก่งเดาะ
ที่ 2 3 และ 4 จะมีสภาวะสมดุลเพียง 2 รูปแบบ คือสภาวะสมดุลแบบไร้
เสถียรภาพ และสภาวะสมดุลวิกฤติ นอกจากนั้นรูปแบบการโก่งเดาะใน
โหมดที่ 2 สามารถเปลี่ยนเป็นการโก่งเดาะในโหมดที่ 3 ได้ 
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